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Résumé
De nombreuses études ont été menées sur les matériaux composites, concernant
le comportement mécanique à l’échelle macroscopique. D’autre part, le développement
continu des techniques de détection et de mesures de champs permet d’aller plus loin
dans l’analyse des structures complexes, dont les matériaux composites. Ainsi, la corré-
lation volumique (DVC) basée sur des acquisitions de la structure interne à diﬀérents
états de déformation, permet la mesure du champ des déplacements à travers l’épais-
seur de l’éprouvette. Le gauchissement des sections dû aux contraintes de cisaillement
transverse est un phénomène propre aux structures anisotropes, comme les structures
composites. De nombreuses études traitent du développement des modèles analytiques
pour la modélisation numérique et la détermination des déplacements avec le plus de
précision possible. Ainsi, de nombreux modèles existent, certains très complexes, pour la
prise en compte de ce phénomène. Un des objectifs de ce travail doctoral est d’utiliser les
mesures de champs issues de la corrélation volumique couplée à la tomographie rayons
X, pour visualiser le gauchissement des sections pour un cas de sollicitation de ﬂexion
trois points. Une méthode de mesure ainsi qu’un système de chargement in-situ sont
développés dans ce travail de recherche. Les modèles analytiques existants sont évalués
et comparés à partir de mesures expériemental. Aussi, un nouveau modèle est égale-
ment proposé, par identiﬁcation numérique, à partir des mesures de champs volumiques
réalisées. Les résultats de ce travail de thèse permettront une meilleure compréhension
des phénomènes physiques rencontrés lors de l’utilisation des matériaux composites et
iii
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pourront envisager des pistes d’optimisation de leur conception et de leur mise en œuvre.
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Abstract
The complex mechanical behaviour of composite materials, due to internal het-
erogeneity and multi-layered composition impose deeper analysis. Several studies have
already been conducted on the composite structures mechanical behavior at the macro
level. On the other hand, the continuous development of detection techniques and ﬁeld
measurements can now go further in the analysis of complex structures, including com-
posites. Thus, the digital volume correlation (DVC) based on the acquisition of the in-
ternal structure at diﬀerent deformation states, allows the measurement of displacement
ﬁelds through the thickness of the specimen. Warping sections due to transverse shear is
a phenomenon linked to anisotropic structures, such as composite structures, which has
been the subject of many studies to develop analytical models for the numerical model-
ing and the determination of displacements with the greatest possible precision. Many
theories and models exist, some very complex, for the consideration of this phenomenon
.. One goal of this doctoral work is to use measurements from the density correlation to
determine whether these models the eﬀects of transverse shear are physically consistent,
and if their validity is good in the case of a kinematic measurement volume. A second
objective of this thesis is to acquire know-how in the processing of information resulting
from acquisitions by X-ray tomography In this sense, several studies are planned for the
treatment and use of this information in an industrial context. The results of this work
will provide a better understanding of physical phenomena encountered in the use of
composite materials to generate optimization of their design and implementation paths.
v
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Introduction
L’utilisation des matériaux composites dans les applications industrielles tend à
augmenter depuis plusieurs années, et cela dans toutes les industries : automobile, aé-
ronautique, spatiale, marine, ferroviaire ou encore sportive, médicale et nucléaire. Les
performances en termes de gain massique, de propriétés mécaniques et de fabrication
oﬀrent de nombreuses possibilités d’applications, parfois très complexes. Les activités de
recherche propres à ces matériaux sont également très présentes dans les laboratoires du
monde entier pour permettre de mieux comprendre le comportement des structures com-
posites à travers de nombreux thèmes d’études, dans le but d’optimiser leur utilisation
et leur adéquation avec l’application industrielle. Parmi eux, on peut citer les travaux
liés à l’analyse du comportement mécanique des structures hétérogènes et multicouches.
Les premiers développements eﬀectués sur ce sujet, qui remontent aux années 1950, ont
permis de proposer des théories analytiques pour le dimensionnement des structures
composites. Certaines d’entre elles sont actuellement pleinement reconnues et utilisées
industriellement par l’intermédiaire des outils de simulation numérique commerciaux.
L’analyse du comportement mécanique continue d’être étudiée et enrichie de manière à
faire progresser la maîtrise des matériaux composites dans le contexte industriel.
Une autre discipline est également en évolution constante depuis plusieurs dizaines
d’années, il s’agit de la mesure en mécanique expérimentale. Le développement de tech-
niques nouvelles, parfois basées sur des interactions physiques complexes, oﬀrent de plus
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en plus de possibilités d’investigation des matériaux et de leur comportement mécanique,
thermique ou aérodynamique par exemple. Parmi les nombreuses techniques de mesures
existantes, les mesures de champs permettent l’analyse sans contact du comportement.
Les développements récents de cette thématique oﬀrent de nombreuses possibilités d’ap-
plications, y compris pour l’analyse des matériaux composites pour le contrôle non des-
tructif (CND) ainsi que pour la mesure de déplacements induits par divers types de
chargement (statique, dynamique, impact, etc...). Parmi l’ensemble des techniques, on
distingue les techniques de mesures surfaciques (2D ou 2,5D) permettant l’acquisition de
données restituées sur des surfaces (planes ou courbes), ainsi que le mesures volumiques
(3D), plus récentes, présentant l’intérêt d’évaluer la réponse mécanique tridimensionnelle
du cas étudié. Ces techniques volumiques sont apparues par extension des méthodes sur-
faciques, et progressent en parallèle des possibilités de plus en plus riches des moyens
de calculs informatiques. L’utilisation des mesures de champs est un outil très perfor-
mant pour la corrélation entre le comportement réel des structures et les théories ou
modélisations censées le reproduire, car il oﬀre des possibilités très intéressantes pour la
comparaison des résultats ainsi que pour l’optimisation des modèles par l’intermédiaire
de l’identiﬁcation des données d’entrée.
Ce travail de thèse vise à mettre en œuvre une démarche expérimentale d’analyse
des structures composites pour la comparaison entre le comportement réel et le compor-
tement représenté par les théories analytiques ou la modélisation numérique correspon-
dante. Cette analyse expérimentale est basée sur l’utilisation des méthodes de mesures
de champs volumiques pour permettre une investigation la plus complète possible des
matériaux étudiés. Le contexte de ces travaux est ciblé sur l’analyse des eﬀets du cisaille-
ment transverse dans les matériaux composites, pouvant apparaître dans les structures
composites multicouches soumises à de fortes contraintes de cisaillement telles que la
ﬂexion ou le ﬂambement par exemple. La problématique majeure est de pouvoir prendre
en compte ce phénomène dans le dimensionnement dans le but de mieux évaluer les
variations mécaniques subies, pouvant être prépondérantes dans certaines applications.
Ce phénomène mécanique complexe, bien connu et largement étudié par la communauté
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scientiﬁque fait l’objet de très peu d’études expérimentales, d’où l’intérêt porté sur cette
application. Ce manuscrit, structuré selon six chapitres, présente les diﬀérentes méthodes
utilisées et les développements eﬀectués sur ce sujet suivant trois approches : analytique,
numérique et expérimentale.
Le premier chapitre, intitulé «Analyse expérimentale du cisaillement trans-
verse dans les matériaux composites » permet de décrire plus précisément la pro-
blématique de ce travail. La compréhension théorique du cisaillement transverse est ef-
fectuée ainsi que sa prise en compte dans le dimensionnement des structures, à partir des
éléments issus de la littérature. Dans un second temps, une description de plusieurs mé-
thodes de mesure volumique est eﬀectuée. Celle-ci est construite autour de deux aspects
indépendants : l’acquisition de données volumiques et la mesure de champs associée.
L’objectif est de déﬁnir la meilleure adéquation possible entre la physique du problème
et les moyens expérimentaux permettant la réalisation de mesures liées à ce sujet.
Le second chapitre intitulé « Étude analytique du cisaillement transverse
dans les structures composites » présente une méthode de résolution analytique
pour l’analyse théorique du cisaillement transverse, dans le cadre d’un problème de
ﬂexion trois points. A partir de travaux antérieurs, cette méthode est utilisée pour l’ana-
lyse des eﬀets du phénomène étudié dans diverses conﬁgurations géométriques. Celle-ci
est également enrichie par l’intermédiaire de modèles théoriques récents pour la prise
en compte du cisaillement transverse, intégrés à la résolution. Ces résultats synthétisent
une partie des travaux scientiﬁques réalisés sur ce sujet et permettent d’établir une base
de comparaison avec les résultats expérimentaux.
Conformément à la résolution analytique proposée, le troisième chapitre intitulé
«Modélisation numérique pour l’étude du cisaillement transverse » présente
la modélisation numérique eﬀectuée permettant de déterminer les déplacements induits
par les contraintes de cisaillement transverse pour un essai de ﬂexion trois points. Dans
un premier temps, la méthode de caractérisation mécanique des matériaux eﬀectuée est
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décrite. Elle permet la détermination des propriétés mécaniques les plus inﬂuentes né-
cessaire à la modélisation. Concernant la construction du modèle numérique, plusieurs
hypothèses sont également discutées pour faire le lien entre la résolution analytique et la
réalité expérimentale, pouvant être source de diﬀérences des résultats. Aussi, une ana-
lyse de la sensibilité du modèle vis-à-vis de ses conditions aux limites est eﬀectuée pour
déterminer la modélisation la plus appropriée à cette étude. Enﬁn, les résultats ainsi
déterminés sont comparés à ceux issus du chapitre précédent.
Le quatrième chapitre intitulé «Approche expérimentale pour l’étude du ci-
saillement transverse » décrit la méthode expérimentale mise en place pour mesurer
les eﬀets du cisaillement transverse. La première partie du chapitre permet d’identiﬁer les
diﬀérentes problématiques liées au développement d’une méthode de mesure permettant
de visualiser et de quantiﬁer le cisaillement transverse dans le cadre d’un essai de ﬂexion
trois points. Une machine d’essai est développée dans ce but pour la réalisation d’essais
mécaniques à l’intérieur d’équipement de mesure par tomographie. Le protocole global
est décrit de manière à comprendre la chronologie des essais et l’interaction entre les
diﬀérentes techniques utilisées pour ces mesures. La micro-tomographie à rayons X et la
corrélation d’images volumiques, qui sont respectivement les deux principales techniques
d’acquisition et de mesure de champs, sont présentées et décrites en détails pour justi-
ﬁer leurs intérêts et analyser la faisabilité de leur utilisation dans le cadre de cette étude.
Les résultats issus de ce protocole de mesure sont présentés dans le cinquième
chapitre de ce mémoire, intitulé « Exploitation des résultats expérimentaux pour
l’analyse du cisaillement transverse ». Une première partie traite de la méthode de
recalage des données expérimentales mesurées, à laquelle une attention particulière est
apportée pour une exploitation cohérente de ces mesures vis-à-vis des résultats expéri-
mentaux et numériques. Une analyse expérimentale des eﬀets du cisaillement transverse
est alors eﬀectuée pour déterminer la représentativité des modèles théoriques retenus et
de la modélisation numérique.
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Le sixième et dernier chapitre de ce mémoire de thèse intitulé, « Identification
d’une fonction de cisaillement transverse », propose de déterminer les paramètres
d’un modèle analytique de prise en compte du cisaillement transverse par identiﬁcation.
En eﬀet, certaines diﬀérences pouvant être observées entre l’expérience et les modèles
théoriques, il est proposé d’utiliser les données mesurées pour identiﬁer un modèle, re-
présentatif des cas traités expérimentalement, et compatible avec l’utilisation de la réso-
lution analytique. La démarche d’identiﬁcation est explicitée puis appliquée à des cas de
référence. Les résultats issus de cette identiﬁcation sont également présentés et comparés
à ceux des chapitres précédents. Une étude de l’inﬂuence des paramètres de construction
des modèles de prise en compte du cisaillement transverse est également eﬀectuée pour
envisager leur optimisation.
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Chapitre 1 Analyse expérimentale volumique du cisaillement transverse
Ce premier chapitre aborde les diﬀérents aspects de l’étude visant à analyser le
comportement des structures composites sous de fortes sollicitations de cisaillement
transverse. En premier lieu, un état de l’art de la prise en compte analytique du pro-
blème est réalisé. Une première partie est dédiée aux diﬀérentes techniques existantes
ainsi qu’à leurs particularités et limites vis-à-vis du sujet de ce travail. D’autre part,
d’un point de vue expérimental, une bibliographie portant sur les techniques de mesure
permettant d’accéder aux informations dans le volume, couramment nommées « tech-
niques de mesures volumiques » est réalisée pour faire le lien entre les problématiques
théorique et expérimentale du sujet. Les spéciﬁcités des matériaux composites au regard
des méthodes volumiques sont également exposées aﬁn de comprendre les éventuelles
diﬃcultés liés à leur utilisation.
1.1 Introduction analytique
1.1.1 Le phénomène
Le cisaillement transverse est un phénomène propre aux matériaux présentant des
propriétés mécaniques anisotropes. Ainsi, plus l’anisotropie est élevée, plus les eﬀets du
cisaillement transverse sont importants. Ce phénomène est provoqué lors de fortes sollici-
tations engendrant des contraintes de cisaillement prépondérantes dans la structure. Un
de ces eﬀets est le gauchissement des sections induit par des contraintes de cisaillement
transverse importantes. Le gauchissement des sections entraîne une augmentation de
l’amplitude des déplacements dans la structure, et peut entraîner une rupture mécanique
anticipée. Ainsi, en fonction de la sollicitation considérée, il peut s’avérer indispensable
de prendre en compte le cisaillement transverse dans le dimensionnement mécanique de
pièces composites. Dans cette optique, plusieurs théories ont été développées pour la
prise en compte du cisaillement transverse, sur la base de la cinématique issue de la
théorie des plaques. Celles-ci sont présentées dans les paragraphes suivants.
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1.1.2 La prise en compte du cisaillement transverse
La prise en compte du cisaillement transverse dans l’étude des matériaux compo-
sites peut s’avérer prépondérante pour obtenir des résultats cohérents et exploitables,
par la voie analytique comme par la voie numérique. Plusieurs approches existent pour
le prendre en compte dans les structures composites. Ce phénomène a été étudié depuis
très longtemps par les scientiﬁques, et plusieurs niveaux de complexité se distinguent
dans la prise en compte du cisaillement transverse.
Considérons une poutre rectiligne de longueur L de largeur b et d’épaisseur h, dont
les directions d’orthotropie correspondent aux trois axes d’un repère 3D orthonormé
(O,−→x1,
−→x2,
−→x3), illustrée en ﬁgure 1.1.1.
On note E11 le module d’élasticité suivant l’axe
−→x1 et G13 le module de cisaillement
dans la plan
−→
(x1,
−→
x3).
Figure 1.1.1: Déﬁnition de la structure poutre étudiée
La prise en compte du cisaillement transverse s’observe généralement par l’intermé-
diaire d’une fonction f(x3). Celle-ci est présente dans le modèle général de déplacement
d’un point M appartenant à la structure considérée, issue de la théorie des plaques
multicouches (Berthelot, 2005).
U(M) =


u1(x1, x3) = u01(x1)− x3u
0
3,1(x1) + f(x3)γ
0
13(x1)
u3(x1, x3) = u03(x1)
(1.1.1)
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Cette cinématique fait apparaître les diﬀérents éléments suivants :
– u01(x1) et u
0
3(x1), représentent les déplacements du plan moyen dans les directions
x1et x3
– u03,1(x1) représentent la rotation de la section autour de l’axe x2, induite par la
ﬂexion.
– γ013(x1) représentent la déformation de cisaillement transverse par rapport à la
ligne moyenne, également exprimée par
γ013(x1) =
(
u03,1(x1)− ω
0(x1)
)
(1.1.2)
– ω0(x1) représente la rotation totale de la section par rapport à l’axe vertical
– f(x3) représentant la fonction de cisaillement transverse
On notera que ce modèle de champs de déplacement est issu de la théorie générale
des coques multicouches, simpliﬁée par les hypothèses d’inﬁnité des rayons de courbure
et d’unité des métriques propres à la déﬁnition d’une plaque, plus la non prise en compte
de la direction x2 de par la considération de poutre.
On peut distinguer et classer les diﬀérentes approches de prise en compte du ci-
saillement transverse en trois grandes catégories, comme l’illustre la ﬁgure 1.1.2.
Historiquement, d’après la théorie de Kirchhoﬀ-Love, appelée « théorie classique »
des plaques multicouches, le cisaillement transverse n’est pas pris en compte (Kirchhoﬀ,
1850). L’hypothèse qui est alors faite est que les sections restent perpendiculaires et
rectilignes par rapport à la ligne moyenne de la poutre. La théorie classique est la
plus simple du point de vue de la résolution analytique, du fait que la fonction f(x3)
devient égale à 0, néanmoins elle néglige tous les eﬀets liés aux contraintes de cisaillement
transverse, notamment le gauchissement des sections.
Pour modéliser de manière plus réaliste le comportement des structures multi-
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Figure 1.1.2: Représentation des catégories de théories liées à la prise en compte du
cisaillement transverse
couches, la « théorie naturelle » a été proposée par Reissner et Mindlin (Reissner, 1945).
Cette théorie est la première à prendre en compte le cisaillement transverse dans la ré-
solution du champ de déplacement. On considère alors que f(x3)=x3, ce qui permet de
prendre en compte la rotation des sections par rapport à la normale de la ﬁbre moyenne.
Cela entraîne donc une modiﬁcation des valeurs de déplacements longitudinaux. Néan-
moins, la distribution linéaire des déplacements le long de la hauteur des sections est
critiquable, du fait de l’impossibilité d’analyser l’amplitude du gauchissement des sec-
tions. Un coeﬃcient correcteur k sur les contraintes est souvent utilisé dans la loi de
comportement pour accentuer la prise en compte du phénomène.
Aussi, on a vu apparaître un grand nombre de théories, rassemblées sous l’appel-
lation de « modèles raﬃnés » ou « modèles d’ordre supérieur » qui permettent une prise
en compte plus signiﬁcative du cisaillement transverse. Les fonctions de cisaillement per-
mettent alors une distribution non uniforme des déplacements longitudinaux le long de
la hauteur des sections. On voit alors apparaître le phénomène de gauchissement des
sections, responsable de l’augmentation des déplacements et dans certains cas de l’ini-
tiation de délaminage dans les structures composites, ayant souvent pour conséquence,
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par propagation, la rupture mécanique. Ces fonctions raﬃnées sont abordées plus en
détail dans le paragraphe suivant.
Une autre approche consiste à prendre en compte les phénomènes liés aux interfaces
entre les plis, comme la continuité des contraintes et des déformations à travers l’épais-
seur du stratiﬁé. Ainsi, les théories « zig-zag » ont été développées pour une meilleure
prise en compte des phénomènes locaux liés aux empilements de couches.(Chaudhuri,
2008).
1.1.3 Les fonctions ranées de cisaillement
transverse
Dans l’optique d’une prise en compte du cisaillement transverse la plus précise
possible, de nombreux modèles ont été développés et sont encore développés aujourd’hui.
Ce paragraphe détaille les principales fonctions raﬃnées existantes.
Il est intéressant de noter que la majorité de ces diﬀérentes fonctions de cisaillement
transverse, permettant de considérer un gauchissement des sections, sont basées sur un
modèle de développement polynomial, de puissances impaires, de la fonction f(x3) de la
forme suivante :
f(x3) = a1·x3 − a3 ·
(
π2
3!
·
x33
h2
)
+ a5 ·
(
π4
5!
·
x53
h4
)
+ ...+ (−1)(
n−1
2
) · an ·
(
π(n−1)
n!
·
xn3
h(n−1)
)
(1.1.3)
La construction des fonctions f(x3) s’établit alors par le choix des coeﬃcients an
induits par l’ordre choisi pour le développement. On retrouve donc dans cette formulation
générale de la fonction de cisaillement transverse la théorie classique, où les coeﬃcients
an sont tous égaux à 0, ainsi que la théorie naturelle où le coeﬃcient a1 est égal à 1 et
an = 0 quand n > 1.
De très nombreuses études sont présentes dans la littérature, depuis les travaux
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de Basset en 1890 (Basset, 1890), chacune proposant une théorie diﬀérente. Parmi ces
travaux, on distinguera d’une part l’utilisation de fonctions polynomiales (Kaczkowski,
1968; Reissner, 1975; Panc, 1975), approfondies plus récemment avec des termes d’ordre
supérieur (Reddy et Liu, 1985; Murthy, 1981). L’utilisation de fonctions trigonomé-
triques a également été traitée par certains auteurs dans le but d’identiﬁer des fonctions
mathématiques connues, et donc facilement exploitables (Soldatos, 1992; Touratier, 1991;
Mantari et al., 2012b).
Sur cette base, les travaux retenus pour la suite de cette étude sont ceux de Reddy
(Reddy, 1984) qui a proposé une fonction d’ordre 3, appelée « fonction cubique », Toura-
tier (Touratier, 1991) et Karama (Karama et al., 2009) qui ont respectivement proposé
une fonction sinus (modèle Sinus) et une fonction exponentielle (modèle KAM). Ces
fonctions mathématiques dont le développement polynomial correspond à des termes en
puissances impaires sont donc parfaitement représentatives du gauchissement des sec-
tions. Enﬁn Mantari (Mantari et al., 2012a) qui a récemment proposé une théorie basée
sur l’utilisation du sinus et de l’exponentielle.
Les diﬀérentes fonctions étudiées sont présentées ci-dessous.
f(x3) = 0 Kirchhoff − Love (1.1.4)
f(x3) = x3 Reissner −Mindlin (1.1.5)
f(x3) = x3
(
1−
4x23
3h2
)
Reddy (1.1.6)
f(x3) =
h
π
sin
(
πx3
h
)
Touratier (1.1.7)
f(x3) = x3e−2(x3=h)
2
Karama (1.1.8)
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Figure 1.1.3: Tracés des fonctions de cisaillement transverse étudiées
f(x3) = sin
(
πx3
h
)
e
1
2
cos(pix3h ) +
π
2h
x3 Mantari (1.1.9)
La ﬁgure 1.1.3 montre l’évolution de ces diﬀérents modèles pour une épaisseur de
pièce de 20mm. Cette ﬁgure permet d’apprécier la tendance des développements à accen-
tuer le phénomène de gauchissement de la section sollicitée. En eﬀet, il apparaît claire-
ment que la théorie de Mantari (plus récente) propose une amplitude du gauchissement
nettement supérieure à celle proposée par les théories d’ordre supérieur précédentes.
Diﬀérentes théories analytiques de cisaillement transverse, utilisables dans la ciné-
matique de la théorie des poutres, ont été mises en évidence. Les valeurs du champ de
déplacement ainsi que le gauchissement sous un chargement donné peuvent être déter-
minées.
Ce sujet portant sur l’étude expérimentale du phénomène exposé dans le volume,
le paragraphe suivant détaille les principales techniques de mesure volumique, les mé-
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thodes de mesure cinématique compatibles pour accéder aux champs volumiques de
déplacement, ainsi que leurs avantages et leurs limites dans le but du justiﬁer le choix
des méthodes expérimentales qui seront utilisées dans ce travail.
1.2 Techniques d’acquisition de données
volumiques
Malgré de nombreuses études et développements sur les aspects analytiques de la
prise en compte du cisaillement transverse et du gauchissement, on peut observer que
très peu de travaux expérimentaux portant sur ce sujet ont été conduits en surfacique
et aucun en volumique. Néanmoins, la possibilité de visualiser les eﬀets du cisaillement
transverse dans les structures composites semble intéressante dans le but d’enrichir les
diﬀérents travaux déjà eﬀectués par la communauté.
A travers diﬀérentes études présentes dans la littérature, de nombreuses tech-
niques sont identiﬁables pour réaliser des mesures volumiques. Le paragraphe suivant
vise à faire l’état des diﬀérentes méthodes d’investigation volumiques et d’identiﬁer les
particularités de chacune d’entre elles vis-à-vis de la problématique de cette étude. Parmi
les techniques existantes, on peut dissocier celles s’appliquant uniquement en présence
de milieux matériels transparents et celles qui peuvent être utilisées avec des matériaux
non-transparents, qui ne sont pas basées sur les principes physiques de l’optique visible.
Le principe de la mesure volumique est basé sur l’émission d’une onde traversant un
milieu matériel et sur la détection de l’onde résultante. Cette transmission est alors ef-
fectuée dans diverses positions pour permettre la reconstruction volumique de l’objet
grâce à des méthodes mathématiques. Les ondes utilisées peuvent être de diﬀérentes
natures en fonction des technologies mises en œuvre : lumineuse, ultra-sonore, rayons X
ou magnétique. Il est donc intéressant de déﬁnir certaines de ces techniques et d’iden-
tiﬁer leur champ d’applications. Les paragraphes suivants présentent certaines de ces
techniques.
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1.2.1 Tomographie optique de cohérence
Les ondes lumineuses peuvent être utilisées pour réaliser des mesures volumiques,
dans des applications mettant en œuvre les matériaux transparents. Ainsi la tomographie
optique de cohérence a été développée dans les années 1990, principalement pour des ap-
plications médicales ayant pour objectif l’analyse de tissus biologiques ou de l’œil humain
(Huang et al., 1991). Elle permet l’analyse par tranches d’échantillons de quelques mil-
limètres d’épaisseur avec une résolution autour de 10µm (Grangeat, 2002). Le principe
de la tomographie optique de cohérence (OCT : Optical Coherence Tomography) est le
suivant : une onde lumineuse ayant une longueur d’onde proche du domaine infrarouge
est émise par un laser. Celle-ci est divisée et redirigée pour être transmise vers l’objet et
vers un miroir. Le phénomène d’interférométrie est exploité après combinaison des deux
ondes réﬂéchies provenant du miroir et de l’objet. Le signal d’interférence est alors en-
registré par un détecteur, qui traite celui-ci en analysant les diﬀérences entre le faisceau
résultant de la réﬂexion avec le miroir (faisceau de référence) et le faisceau provenant de
l’objet. L’analyse volumique est eﬀectuée d’une part par le déplacement de l’objet pour
une position ﬁxe du miroir permettant de mesurer une tranche, et d’autre part grâce
au déplacement du miroir qui permet la variation de profondeur de la mesure. La ﬁgure
1.2.1 illustre le principe de fonctionnement de la tomographie optique de cohérence.
En ce qui concerne les applications de l’OCT, elles sont principalement axées sur
des problématiques du milieu médical, comme l’analyse occulaire en ophtalmologie, la
gastroentérologie ou la dermatologie. Néanmoins, cette technique est également employée
dans des cas plus industriels tels que l’analyse de microstructures polymères (avec ou
sans ﬁbres) (Dunkers et al., 1999, 2001) ou comme technique non destructive de dé-
tection de défauts pour les matériaux composites verre/epoxy (Wiesauer et al., 2007).
Du point de vue de la science des matériaux, cette technique reste limitée par la faible
profondeur de pénétration des signaux dans les échantillons qui est de quelques milli-
mètres, rendant impossible les acquisitions sur des structures transparentes plus épaisses
que les tissus biologiques. Des mesures cinématiques sont également possibles comme le
montrent les travaux de Bosia et al. portant sur la mesure de déformation à travers
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Figure 1.2.1: Principe de la mesure par tomographie optique de cohérence
l’épaisseur d’une structure composite thermoplastique (Bosia et al., 2002). Cependant
cette technique reste limitée pour notre cas d’étude du fait de l’impossibilité de l’utiliser
pour des matériaux non-transparents tels que les matériaux composites.
1.2.2 Imagerie par résonance magnétique
Il est possible d’utiliser le phénomène de résonance magnétique pour la réalisation
de mesures volumiques. La technique d’Imagerie par Résonance Magnétique (IRM) est
très largement employée en radiologie pour l’analyse des articulations ou du système
nerveux depuis les années 1970, comme illustré en ﬁgure 1.2.2.
Le principe de mesure est basé sur l’utilisation d’un champ magnétique de forte
puissance généré par un aimant qui provoque l’excitation de molécules particulières, et
l’orientation des champs magnétiques propres aux protons des molécules d’eau, c’est la
polarisation. L’intensité du champ magnétique est choisie en fonction de l’application,
et peut varier entre 0 et 7 Teslas pour l’imagerie médicale. La mesure est eﬀectuée
par la détection du temps de relaxation des noyaux atomiques après annulation de la
résonance, par l’intermédiaire d’une onde radiofréquence émise par une antenne (avec
une excitation diﬀérente), simultanément à l’application du champ magnétique. Cette
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Figure 1.2.2: Visualisation de la ﬁssuration d’un ménisque interne par IRM (Anlayse
Medicale du ménisque droit de R.BRAULT)
mesure est eﬀectuée par cette même antenne, à partir du courant alternatif sinusoïdal
induit dans la bobine de réception, correspondant au signal de résonance (Follet, 2002).
Les performances de cette technologie sont bonnes, malgré la nécessité d’adaptation
du matériel de mesure en dehors du domaine médical. La résolution de la mesure peut
atteindre 100µm pour des échantillons de taille de l’ordre de 10cm. La ﬁgure 1.2.3 illustre
le principe de la résonance magnétique.
Le champ d’application de l’imagerie par résonance magnétique est très vaste.
Après avoir révolutionné le milieu médical, de nombreuses problématiques industrielles
ont trouvé un fort intérêt à l’utilisation de cette technologie, non intrusive et non des-
tructive. Parmi elles, on retiendra l’étude des structures composites avec les travaux de
Endruweit et al. concernant l’analyse des renforts composites pré-imprégnés (Endruweit
et al., 2011) ainsi que l’étude sur la performance sur des structures sandwichs alumi-
nium par Marble (Marble et al., 2004). Laplante a également démontré l’utilisation de
la résonance magnétique à travers une étude sur la détection d’humidité dans les com-
posites sandwichs (Laplante et al., 2005). Au delà des applications composites, cette
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Figure 1.2.3: Principe de la résonance magnétique nucléaire (RMN)
technique est également employée dans les domaines des métaux, de la bio-mécanique,
des polymères ou des céramiques pour la détection de défauts de structure, l’étude du
vieillissement, ou l’analyse de constituants (Komoroski, 2012).
1.2.3 Tomographie térahertz
Une des techniques les plus récentes pour l’acquisition de données volumiques est
la tomographie térahertz (THz), également appelée tomographie rayons T. Cette tech-
nique date du milieu des année 90 (Mittleman et al., 1997), et est dérivée de l’imagerie
térahertz 2D à laquelle ont été appliquées les techniques de reconstruction connues en
tomographie médicale. Elle est basée sur l’utilisation d’une onde lumineuse dans les
fréquences très élevées, autour de 1012Hz. La mesure est réalisée par la détection du
temps de transmission d’une onde lumineuse à travers un échantillon, transparent ou
non (Wang et Zhang, 2004; Brahm et al., 2010). Les diﬀérences de temps, dépendant de
l’atténuation du faisceau initial dans la matière, permettent de délimiter les frontières
de couches dans la direction de l’épaisseur des matériaux traversés. La résolution des
mesures, jusqu’à 0, 5mm, reste inférieure à celle des techniques les plus performantes. La
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ﬁgure 1.2.4 présente un dispositif de mesure volumique exploitant le rayonnement téra-
hertz. Celui-ci est composé d’une source laser émettant un faisceau de longueur d’onde
proche de 800nm. Cette onde lumineuse est déviée pour l’émission du signal THz, puis
transmise à l’échantillon qui est ﬁxé sur une platine permettant le positionnement des
diﬀérentes coupes à enregistrer.
Figure 1.2.4: Dispositif de mesure de volume par rayonnement THz (Brahm et al.,
2010)
Cette technologie est employée dans des applications de CND (Kawase et al., 2010),
notamment pour la sécurité aux aéroports avec la détection d’armes et de produits stu-
péﬁants. Des applications industrielles existent également, par exemple en aéronautique
avec la détection de défauts et de zones endommagées dans une structure composite
(Stoik et al., 2010). Dans un autre contexte, Groves et al. présentent l’analyse appro-
fondie d’une peinture d’art grâce à l’imagerie térahertz (Groves et al., 2009) mais des
limitations existent dans la mise en place du matériel de mesure permettant l’émission
et la détection du rayonnement térahertz dans un contexte industriel. Néanmoins, des
progrès restent à faire pour l’adaptation des méthodes de reconstruction aux rayons T
(Recur et al., 2011). La ﬁgure 1.2.5 présente un exemple d’acquisition tomographique
d’un objet courant par cette technique.
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Figure 1.2.5: Acquisition d’une balle de tennis de table par tomographie THz (Wang
et Zhang, 2004)
1.2.4 Tomographie par rayons X
Diﬀérentes techniques de mesure volumique ont été présentées dans ce premier
chapitre. La majorité d’entre elles sont issues du domaine médical. Ce secteur d’image-
rie reste en très fort développement dans de nombreux laboratoires. Comme cela a été
illustré, le champ d’applications de ces techniques est très vaste. La tomographie par
rayons X est la technique de mesure la plus répandue pour l’analyse interne des maté-
riaux. Elle est également issue de la radiographie médicale (Grangeat, 2002), mais elle est
également très présente dans les laboratoires, grâce au développement de tomographes et
µ-tomographes permettant des résolutions de mesure très intéressantes pour diﬀérentes
problématiques scientiﬁques. La tomographie par rayons X est basée sur l’émission d’un
faisceau de rayons X traversant un objet. Un détecteur permet la réception du faisceau
résiduel transmis pour visualiser la microstructure de l’objet étudié dans de multiples
positions angulaires de celui-ci, appelées « projections ». L’ensemble de ces projections
est traitée informatiquement pour réaliser la reconstruction volumique de l’objet, per-
mettant l’accès aux informations de sa structure interne. L’interaction entre les rayons
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X et la densité des diﬀérents matériaux traversés permet une visualisation en niveaux de
gris des diﬀérents constituants de l’objet. L’intensité de ce signal est dictée par la capa-
cité d’absorption de chaque matériau présent ce qui engendre des variations de niveaux
de gris permettant la détection de défauts, ou la visualisation d’éléments particuliers.
De nombreuses applications extérieures au domaine médical existent concernant la to-
mographie par rayons X, notamment dans le contrôle non destructif pour les possibilités
de détection sur des matériaux très divers (Cloetens et al., 1997; Buﬃère et al., 2005;
Babin et al., 2007; Babout et al., 2001; Ferrié et al., 2006). Aussi, des études intéres-
santes ont également été menées concernant des problématiques relatives aux matériaux
composites, démontrant l’intérêt de cette technique pour ce type de matériaux (Perret
et al., 2012; Maire et al., 2003; Bayraktar et al., 2006; Carmona, 2009; Chateau et al.,
2011).
Pour les matériaux composites, on constate que le contraste provoqué par la micro-
structure demande un équipement très sensible voir un rayonnement du type synchrotron
dans le but de bénéﬁcier des meilleures possibilité en terme de résolution spatiale et de
détections des contrastes. Naturellement, les structures composites ne présentent pas
systématiquement un contraste suﬃsant pour des mesures eﬀectuées avec des équipe-
ments classiques de laboratoire. Toutefois, il existe des méthodes pour rendre ces mesures
possibles, c’est pourquoi la tomographie à rayons X a été retenue dans ce travail pour
l’analyse volumique des matériaux composites et est présentée dans le détail du point
de vue physique comme du point de vue de son exploitation dans le chapitre 4 de ce
mémoire.
1.3 Techniques de mesures mécaniques
dans les volumes
Diﬀérentes méthodes permettent de réaliser des mesures mécaniques sur la base de
données volumiques. Le paragraphe suivant présente une comparaison de ces diﬀérentes
méthodes, leurs champ d’applications ainsi que leurs limites.
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1.3.1 Photoélasticimétrie 3D
La photoélasticimétrie 3D est une technique qui permet de visualiser la réparti-
tion des contraintes dans les matériaux transparents sous sollicitations. Elles est dérivée
de la photoélasticimétrie 2D dans laquelle l’échantillon est placé entre deux polariseurs
où l’on observe des franges photoélastiques grâce au phénomène de biréfringence. Pour
des études tridimensionnelles, deux plans lasers isolent une tranche de l’objet, comme
illustré sur la ﬁgure 1.3.1. La mesure s’eﬀectue par l’observation de franges dans le ma-
tériau, créées par les variations d’indice optique de celui-ci induites par le chargement.
On réalise donc une mesure tridimensionnelle par découpage optique. La variation lo-
cale d’indice étant liée à l’élasticité du matériau, il est possible de déterminer le champ
de contraintes planes de la tranche observée. On observe ainsi les isochromes, qui tra-
duisent la diﬀérence des contraintes principales, et les isoclines qui traduisent la direction
de ces contraintes. Les performances de cette technique sont intéressantes. La taille d’une
tranche varie de 0, 5mm jusqu’à 12mm, ce qui donne la résolution spatiale de discréti-
sation dans l’épaisseur de l’échantillon. La principale limitation de cette technique est
la nécessité de l’utilisation de matériaux transparents. Néanmoins, la photoélasticimé-
trie 3D permettant d’observer les champs de contraintes, il est possible de réaliser des
analyses complexes en utilisant des maquettes représentatives des structures étudiées,
réalisé à l’aide de matériaux transparents. Par exemple, Germaneau et Peyruseigt ont
analysé la répartition des pressions de contact à l’intérieur d’une rotule aéronautique
(Germaneau, 2007; Peyruseigt, 2008), illustrée en ﬁgure 1.3.2.
Figure 1.3.1: Principe de la photoélasticimétrie 3D(Germaneau, 2007)
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Figure 1.3.2: Analyse par photoélasticimétrie 3D des pressions de contact à l’intérieur
d’une rotule aéronautique (Germaneau, 2007; Peyruseigt, 2008)
1.3.2 Elastographie
L’élastographie est une technique de mesure, basée sur l’élasticité mécanique des
objets mesurés, qui permet une visualisation à travers l’épaisseur (Said, 2006). Elle est
également issue du domaine médical pour l’analyse des tissus ou la détection de tumeurs.
La mesure par élastographie s’eﬀectue avec un objet sous contraintes, dans lequel la
distribution des valeurs de module d’Young est mesurée pour dissocier les hétérogénéités
internes. Une sollicitation de cisaillement ou de compression est transmise par le biais
d’une onde, induisant alors un champ de déformation qui devient hétérogène dans le
cas où il y a présence de défauts ou de tumeurs. Il existe plusieurs types d’analyses
élastographiques, parmi elles on citera l’élastographie ultra-sonore, la plus ancienne et
la plus répandue ainsi que l’élastographie à résonance magnétique (MRE : Magnetic
Resonance Elastography), datant de 1995 (Muthupillai et al., 1995). La ﬁgure 1.3.3
suivante présente un exemple de détection d’une inclusion cylindrique dans un milieu
homogène, à deux épaisseurs diﬀérentes, issu des travaux de Said en 2006.
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Figure 1.3.3: Identiﬁcation d’une inclusion cylindrique à deux épaisseurs diﬀérentes (a)
20mm et b) 40mm) par élastographie ultra-sonore (Said, 2006)
Les applications mettant en œuvre l’élastographie sont logiquement centrées sur
le domaine médical pour l’étude des tissus vivants présentant une élasticité cohérente
avec le principe physique utilisé. Son potentiel est ainsi reconnu dans les domaines de la
cardiologie ou de la cancérologie.
1.3.3 Suivi de marqueurs volumiques
Le suivi de marqueurs volumiques est une méthode dérivée du suivi de marqueurs
2D, très couramment utilisé pour l’analyse sans contact d’essais mécaniques. La mesure
est basée sur la détection de marqueurs identiﬁables dans l’acquisition du volume. Une
attention particulière doit être portée à la proportion de marqueurs insérés dans le
matériau, de manière à conserver le comportement mécanique initial. Pour diﬀérents
états de chargement enregistrés, on détermine la position de tous les marqueurs dans
les diﬀérents volumes. Les changements de coordonnées de chaque marqueur permettent
le calcul du déplacement dans les trois directions du repère utilisé. Par dérivation de
la position des marqueurs, la détermination des valeurs de déformation est également
eﬀectuée. D’après les travaux de Nielsen, la résolution de cette mesure peut atteindre
0, 01mm pour les valeurs de déplacements (Nielsen et al., 2003). Plus récemment, d’autres
techniques sont développées dans le but de réaliser des mesures par suivi de marqueurs.
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On citera les travaux de Kaddhour, basés sur la reconnaissance ﬁne des marqueurs de
manière géométrique, appliquées à la compression triaxiale de volumes remplis de grains
de sables (Kaddhour et al., 2013). Néanmoins, cette technique est plus adaptée aux
matériaux présentant une structure en grains qu’aux matériaux homogènes ou ﬁbreux.
1.3.4 Corrélation d’images volumiques
Une technique intéressante pour l’analyse des structures dans le volume est la cor-
rélation d’images volumiques (DVC). Cette technique est la plus complète pour la déter-
mination des grandeurs mécaniques tridimensionnelles. Les premiers développements de
cette technique datent des travaux de Bay en 1999 (Bay et al., 1999). La DVC rassemble
les avantages de la corrélation d’images numériques 2D, dont elle est l’extension, ainsi que
ceux de son association avec les méthodes d’acquisition de données volumiques permet-
tant l’accès à une importante quantité d’informations, notamment à travers l’épaisseur
des échantillons. Le principe est identique à celui de la corrélation d’images numériques
2D. Une discrétisation des volumes étudiés est eﬀectuée pour construire une grille 3D,
sur laquelle les déplacements entre un état initial et un état déformé sont recherchés. A
partir des valeurs numériques de niveaux de gris de chaque voxels (extension volumique
du pixel de l’image 2D) qui composent les diﬀérentes images volumiques disponibles. La
corrélation est eﬀectuée pour suivre la position des points de la grille au cours d’un essai
pour en déduire les déplacements. D’autre part, le calcul des déformations est également
possible par dérivation des champs de déplacements calculés dans les trois directions de
l’espace de travail utilisé. L’utilisation de la corrélation volumique demande un contraste
important dans la microstructure de manière à bénéﬁcier d’un large distribution des ni-
veaux de gris dans les images acquises. Ce contraste peut parfois être créé de manière
artiﬁcielle par l’utilisation de marqueurs internes.
De nombreuses applications de la DVC existent dans la littérature, notamment
sur l’étude de matériaux granulaires, poreux, ou présentant naturellement certaines in-
clusions hétérogènes (Zauel et al., 2006; Youssef, 2004; Leclerc et al., 2010; Limodin
et al., 2009). D’autre part, certaines applications sur des matériaux homogènes peuvent
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être eﬀectuées par l’intermédiaire de l’insertion de marqueurs dans la fabrication des
échantillons étudiés de manière à construire un mouchetis volumique(Germaneau et al.,
2008b,a; Haldrup et al., 2008). Du point de vue des matériaux hétérogènes, certains
travaux existent également, notamment pour l’études du bois ou des matériaux à base
de ﬁbres végétales (Tran et al., 2013).
Cette technique a été retenue pour réaliser cette étude sur l’analyse des eﬀets du
cisaillement transverse dans les matériaux composites. De même que pour la tomographie
par rayons X, le chapitre 4 présente en détail le principe de cette technique de mesure
de déplacement ainsi que son utilisation dans le cadre de ces travaux.
1.4 Conclusion
Ce chapitre propose une description du contexte dans lequel cette étude expéri-
mentale des eﬀets du cisaillement transverse dans les structures composites est conduite.
La première partie présente les éléments analytiques nécessaires à la compréhension de
la problématique. Les diﬀérentes méthodes de prise en compte du cisaillement transverse
et du gauchissement sont décrites. Dans ce sens, plusieurs modèles raﬃnés sont présentés
d’après des études antérieures présentes dans la littérature. Cinq modèles sont retenus
pour la suite du travail, de manière à identiﬁer la pertinence des diﬀérents développe-
ments proposés.
La seconde partie de ce chapitre présente, dans un premier temps, les diﬀérentes
techniques d’acquisition de données volumiques, et dans un second temps, les méthodes
de mesures cinématiques, déjà utilisées pour l’étude volumique des matériaux compo-
sites. La plupart de ces techniques basées sur des principes physiques diﬀérents, sont
issues du domaine médical, dans lequel la mesure volumique est exploitée historique-
ment, et reconnue. A partir de la description de leur principe et de leurs limites, deux
techniques sont identiﬁées pour répondre à la problématique du sujet : la tomographie
à rayons X et la corrélation d’images volumiques. Celles-ci sont retenues de par leur
possibilité d’utilisation avec les matériaux composites pour la mesure de champs ainsi
que les bonnes performances en termes de résolution de mesure.
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D’après les éléments théoriques établis dans ce premier chapitre, une méthode de
résolution analytique est proposée et décrite dans le chapitre 2. Celle-ci est appliquée à un
cas de chargement particulier qui permettra l’étude des diﬀérents proﬁls de déplacement.
Ce cas sera également exploité du point de vue de la modélisation numérique et de
l’approche expérimentale.
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Ce chapitre présente le développement analytique utilisé dans cette étude pour
analyser les eﬀets du cisaillement transverse dans les structures composites. Le cadre
de ce développement est limité à un essai classique de ﬂexion trois points. L’objectif de
cette analyse est d’observer la distribution du déplacement longitudinal, dû aux eﬀets
du cisaillement transverse, le long de la hauteur de l’éprouvette. Diﬀérentes théories
analytiques de prise en compte du cisaillement issues de la littérature sont utilisées pour
permettre la comparaison entre les diﬀérents résultats.
2.1 Résolution analytique dans le cadre de
la exion trois points
Les paragraphes suivants présentent une méthode de résolution analytique des
valeurs de déplacements u1(x1, x3) et u3(x1, x3), basée sur la cinématique présentée dans
le chapitre 1, d’après la théorie des plaques multicouches.
Ce développement, relatif à des travaux antérieurs, a pour avantage d’être indé-
pendant du choix de la fonction de cisaillement transverse, et sert ainsi de départ à
une étude comparative des résultats en fonction de f(x3), qui sera faite dans plusieurs
conﬁgurations possibles de l’essai de ﬂexion trois points. Ce développement analytique
est basé sur la méthode proposé par Dufort (Dufort, 2000)
2.1.1 Méthode de résolution
Pour cette étude, la méthode de résolution qui a été retenue est celle développée
dans les travaux de Laurent Dufort (Dufort, 2000), ayant pour objectif la résolution
analytique des valeurs de déplacement dans le cadre d’un essai de ﬂexion trois points.
Cet essai est retenu car d’une part, il permet de bien visualiser les eﬀets du cisaillement
transverse, et d’autre part, étant largement utilisé dans des études similaires disponibles
dans la littérature, il permet de nombreuses possibilités de comparaison et de perspec-
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Figure 2.1.1: Démarche de la résolution analytique
tives dans l’étude. Comme cela est précisé précédemment, le point de départ de cette
résolution est le cadre déﬁni par la ﬁgure 1.1.1 ainsi que le champ de déplacement donné
dans l’équation 1.1.1.
La résolution rappelée dans ce paragraphe suit la démarche suivante exposée sur
la ﬁgure 2.1.1
Le champ de déformation au point M suivant est déduit de l’équation 1.1.1 par
simple dérivation.
ε(M) =


ε11(x1, x3) = u01,1(x1)− x3u
0
3,11(x1) + f(x3)γ
0
13,1(x1)
γ13(x1, x3) = f,3(x3)γ013(x1)
(2.1.1)
A partir de ε(M), il est possible d’exprimer également le tenseur des contraintes
au point M. En négligeant l’inﬂuence du terme ε33 et des coeﬃcients de Poisson, les
hypothèses d’élasticité et des petites perturbations permettent d’exprimer σ(M).
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σ(M) =


σ11 = E11ε11
σ13 = G13γ13
(2.1.2)
Comme cela est fait dans la plupart des travaux de la littérature, la résolution passe
par l’utilisation du Principe des Travaux Virtuels (PTV), aﬁn d’accéder aux équations
d’équilibre du problème.
2.1.2 Principe des Travaux Virtuels (PTV)
Considérons un domaine D sur lequel est appliqué un ensemble de sollicitations
extérieures, en tout point de ce domaine représenté par le terme fV homogène à une
densité volumique de forces, ainsi qu’un ensemble de sollicitations appliquées à la fron-
tière ∂D du domaine, représenté par le terme fS homogène à une densité surfacique de
force, comme illustré par la ﬁgure 2.1.2.
Figure 2.1.2: Principe des travaux virtuels
Le PTV exprime le fait que pour tout champ de déplacement virtuel u∗(M), la
somme des travaux de tous les eﬀorts considérés est nulle dans le cas statique :
Text(u∗) + Tint(u∗) = 0, ∀u∗ (2.1.3)
Les expressions des travaux Text(u∗) et Tint(u∗) sont données par :
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Tint(u∗) = −
ˆ
D
σ : ε∗dV (2.1.4)
Text(u∗) =
ˆ
D
fV · u∗dV +
ˆ
@D
fS · u∗dS (2.1.5)
avec ε∗(M) le tenseur des déformations virtuelles associé au déplacement virtuel
u∗(M).
Si on considère u∗(M) comme une variation de U(M), notée δU(M), le champ
virtuel peut être exprimé dans la base du repère (O,x1,x2,x3).
u∗(M) =

 δu(M)
δω(M)

 =

 δu1(M)x1 + δu3(M)x3
δω0(x1)x2

 (2.1.6)
Les équations 1.1.1 et 1.1.2 permettent d’écrire le champ de déplacement virtuel :


u∗1(M) = δu
0
1(x1)− x3δu
0
3,1(x1) + f(x3)
[
δu03,1(x1)− δω
0(x1)
]
u∗3(M) = δu
0
3(x1)
(2.1.7)
Le tenseur des déformations virtuelles peut donc être déduit de l’équation 2.1.7 :


ε∗11(x1) = δu
0
1,1(x1)− x3δu
0
3,11(x1) + f(x3)
[
δu03,11(x1)− δω
0
,1(x1)
]
γ∗13(x1) = f,3(x3)
[
δu03,1(x1)− δω
0(x1)
] (2.1.8)
On considère que le chargement appliqué à la poutre est de type force ponctuelle
suivant et −→x3, appliqué en x1 = l, comme déﬁnie par la ﬁgure 2.1.3. On peut donc écrire
le travail de l’eﬀort extérieur F3, dans la direction x3, avec ces nouvelles données :
Text =
lˆ
0
(
F3(l) · δu03(l)
)
dx1 (2.1.9)
La description du tenseur des déformations et des contraintes permet d’écrire le
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Figure 2.1.3: Description des eﬀorts appliqués à la poutre
travail des forces intérieures :
Tint = −
lˆ
0
[ˆ
S
σ11 ·
(
δu01,1(x1)− x3δu
0
3,11(x1) + f(x3)δγ
0
13(x1)
)
dS +
ˆ
S
σ13 · f,3(x3)δγ013,1(x1)dS
]
dx1
(2.1.10)
= −
lˆ
0
[
M(x1)δu03,11(x1) +B(x1)δγ
0
13,1(x1) +H(x1)δγ
0
13(x1)
]
dx1
où on peut identiﬁer le moment de ﬂexion M(x1), ainsi que deux termes dus à la
prise en compte du cisaillement transverse par le terme f(x3), B(x1) un terme homogène
à un moment et enﬁn H(x1) un terme homogène à une force :
M(x1) = −
ˆ
S
x3σ11dS (2.1.11)
= −E11
[
u01,1(x1)
ˆ
S
x3dS − u
0
3,11(x1)
ˆ
S
x23dS + γ
0
13,1(x1)
ˆ
S
x3f(x3)dS
]
B(x1) =
ˆ
S
σ11f(x3)dS (2.1.12)
= E11
[
u01,1(x1)
ˆ
S
f(x3)dS − u03,11(x1)
ˆ
S
x3f(x3)dS + γ013,1(x1)
ˆ
S
f 2(x3)dS
]
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H(x1) =
ˆ
S
σ13f,3(x3)dS = G13
[
γ013(x1)
ˆ
S
f 2,3(x3)dS
]
(2.1.13)
En considérant que

S
x3dS = 0 et

S
f(x3)dS = 0 du fait que f(x3) est une fonc-
tion impaire, les équations 2.1.11, 2.1.12 et 2.1.13 permettent de déﬁnir les coeﬃcients
c1, c2, c3 et c4 tels que :


M(x1) = c1 · u03,11(x1)− c2 · γ
0
13,1(x1)
B(x1) = −c2 · u03,11(x1) + c3 · γ
0
13,1(x1)
H(x1) = c4 · γ013(x1)
(2.1.14)
Par transposition, on obtient alors :
c1 = E11
ˆ
S
x23dS (2.1.15)
c2 = E11
ˆ
S
x3f(x3)dS (2.1.16)
c3 = E11
ˆ
S
f 2(x3)dS (2.1.17)
c4 = G13
ˆ
S
f 2,3(x3)dS (2.1.18)
Les coeﬃcients c2, c3 et c4 sont dépendants du choix de la fonction de cisaillement
transverse utilisée pour la résolution. Ainsi, cette étude vise à déterminer l’inﬂuence du
choix de la fonction sur les résultats des déplacements u1(x1) et u3(x1).
Par déﬁnition, on peut exprimer le coeﬃcient c1 par le produit du module d’Young
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E11 et du moment d’inertie I33, qui vaut I33 = bh
3
12
pour une section rectangulaire, c1 est
donc uniquement dépendant de la géométrie de la poutre étudiée.
Finalement, en appliquant directement le PTV décrit dans l’équation 2.1.3, on
obtient l’égalité suivante :
−
lˆ
0
[
M(x1)δu03,11(x1) +B(x1)δγ
0
13,1(x1) +H(x1)δγ
0
13(x1)
]
dx1 (2.1.19)
+
lˆ
0
F3(l) · δu03(l) = 0, ∀(δu
0
3, δω
0)
2.1.3 Équations d’équilibre
Pour déterminer les équations d’équilibre permettant de déﬁnir u1(x1) et u3(x1), la
méthode classiquement observée dans la littérature est d’utiliser l’intégration par partie
sur l’équation 2.1.19, en tenant compte de l’égalité déﬁnie dans l’équation 1.1.2.
−
lˆ
0
(((
(M(x1) +B(x1)),1 −H(x1)
)
,1
)
δu03 + (B,1(x1)−H(x1)) δω
0
)
dx1 (2.1.20)
+
[(
(M(x1) +B(x1)),1 −H(x1)
)
δu03 − (M(x1) +B(x1)) δu
0
3,1 +B(x1)δω
0
]l
0
+F3(l)δu03(l) = 0, ∀(δu
0
3, δω
0)
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L’équation 2.1.20 permet donc de déduire les deux équations d’équilibre suivantes :


∀δω0
∀δu03
B,1(x1)−H(x1) = 0
−
(
(M(x1) +B(x1)),1 −H(x1)
)
,1
= 0
(2.1.21)
Ainsi que les trois conditions aux limites suivantes :


∀δω0 B(x1) = 0
∀δu03,1 M(x1) +B(x1) = 0
∀δu03 (M(x1) +B(x1)),1 −H(x1) + F3(l) = 0
(2.1.22)
2.1.4 Expressions des déplacements u1(x1) et u3(x1)
A partir de l’expression de ces équations d’équilibre, la résolution analytique du
déplacement longitudinal u(x1) et du déplacement transverse u(x3) peut être réalisée,
pour un cas de ﬂexion trois points suivant la conﬁguration déﬁnie par la ﬁgure 2.1.4.
Le cas de résolution est l’étude du comportement d’une poutre soumise à une
charge ponctuelle de ﬂexion en x1 = l2 , en appui simple aux extrémités tel que :
u03(x1 = 0) = u
0
3(x1 = l) = 0 (2.1.23)
Ce problème peut être simpliﬁé par l’étude de la demi poutre par la symétrie dans
le plan (−→x2,
−→x3), ce qui induit l’absence de rotation de la section dans le plan de symétrie.
On obtient alors les conditions aux limites suivantes :
u03,1(x1 =
l
2
) = 0 (2.1.24)
ω0(x1 =
l
2
) = 0 (2.1.25)
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Figure 2.1.4: Application de la résolution analytique au cas de la ﬂexion trois points
Les équations 2.1.21 permettent également de déduire certaines conditions aux
limites :


B(0) = 0
B(0) +M(0) = 0
M,1( l2) +B,1(
l
2
)−H( l
2
) + F3
2
= 0
(2.1.26)
L’utilisation des équations d’équilibre déﬁnies précédemment et les conditions aux
limites ci-dessus, permet d’écrire l’équation diﬀérentielle qui induira la résolution du
problème.
Pour cela on utilise également les coeﬃcients c1, c2, c3 et c4 qui vont permettre
d’eﬀectuer la résolution indépendamment de la fonction de cisaillement transverse et de
la géométrie de la poutre.
D’après les équations 2.1.21, 2.1.23 et 2.1.26 et avec les déﬁnitions données en
2.1.15 et 2.1.14, le système d’équation obtenu est le suivant :
38
2.1 Résolution analytique dans le cadre de la flexion trois points


−c2u
0
3,111 + c3γ
0
13,11 − c4γ
0
13 = 0
(c1 − c2)u03,1111 − (c2 − c3)γ
0
13,111 − c4γ
0
13,1 = 0
(2.1.27)
D’autre part, les conditions aux limites 2.1.26 peuvent aussi être réécrites tel que :


(c1 − c2)u03,11(0)− (c2 − c3)γ
0
13,1(0) = 0
−c2u
0
3,11 + c3γ
0
13,1 = 0
(c1 − c2)u03,111(
l
2
)− (c2 − c3)γ013,11(
l
2
)− c4γ013(
l
2
) + F3
2
= 0
(2.1.28)
Par combinaison des deux lignes de l’équation 2.1.27, on obtient :


−c2u
0
3,111(0) + c3γ
0
13,11(0) = c4γ
0
13
−c1u
0
3,111 + c2γ
0
13,11 = K
(2.1.29)
Une équation diﬀérentielle fonction de γ013 est alors obtenue par substitution dans
l’expression 2.1.29, avec K une constante d’intégration :
γ013,11 −
(
c1c4
c1c3 − c22
)
γ013 = −
(
c2
c1c3 − c22
)
K (2.1.30)
La solution de l’équation diﬀérentielle proposée par Dufort met en évidence le
terme ωf qui permet de proposer une solution de cette équation de la forme :
γ013(x1) =
c2
c4c1
K + αsinh(ωfx1) + βcosh(ωfx1) (2.1.31)
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avec
ωf =
s
c1c4
c1c3 − c22
(2.1.32)
Par sa déﬁnition, on notera la dépendance du terme ωf à l’expression de la fonction
de cisaillement transverse considérée.
A partir de la solution générale de l’équation diﬀérentielle proposée en 2.1.31, à
l’aide des conditions aux limites, après résolution, le champ de déplacement proposé par
Dufort (2000) est le suivant :
u1(x1, x3) = −x3
F3l
2
48E11I33
(Θ,1(x1) + 2SfΨf,1(x1)) + f(x3)
F3l
2
24c2
SfΨf,1(x1) (2.1.33)
u3(x1, x3) =
F3l
2
48E11I33
(Θ(x1) + 2SfΨf (x1)) (2.1.34)
Ces expressions introduisent les termes suivants :
Θ(x1) = −x1
(
4
(
x1
l
)2
− 3
)
(2.1.35)
qui représente la contribution de la ﬂexion seule dans la valeur du déplacement calculé,
et deux autres termes dépendant de la fonction de cisaillement transverse f(x3) :
Sf =
12
l2
(
c22
c1c4
)
(2.1.36)
déterminant la contribution du cisaillement transverse dans la valeur du déplacement,
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et
Ψf (x1) = x1 −
sinh(ωfx1)
ωfcosh
(
ωf
l
2
) (2.1.37)
représentant la variation du cisaillement transverse sur la hauteur de la section, en fonc-
tion de la position de la section par rapport à la ligne moyenne.
Les expressions 2.1.33 et 2.1.34 sont numériquement résolues dans le paragraphe
suivant aﬁn d’évaluer l’inﬂuence des théories de cisaillement transverse sur les résultats
de déplacement d’une poutre homogène orthotrope dans le cadre d’un essai standard de
ﬂexion trois points.
L’évolution des déplacements longitudinaux le long de la hauteur d’une section
transverse est déterminée ainsi que l’amplitude du gauchissement pour les théories de
Kirchhoﬀ-Love, Reissner-Mindlin, Reddy, Touratier, Karama et Mantari, comme expli-
cité au début du paragraphe 1.1.3. La notion de gauchissement est détaillée dans le
paragraphe 2.2.3.
2.2 Inuence des théories de cisaillement
transverse
Ce paragraphe présente l’inﬂuence du choix de la fonction de cisaillement trans-
verse sur les résultats analytiques. Les expressions des déplacements u1(x1) et u3(x1)
(expressions 2.1.33 et 2.1.34) sont reprises pour eﬀectuer les tracés de proﬁls de dé-
placement dans plusieurs conﬁgurations d’essai et pour plusieurs sections le long de la
poutre. Ceux-ci permettront d’observer et de quantiﬁer le gauchissement induit par les
contraintes de cisaillement transverse.
En complément de ces résultats analytiques, le facteur Sct déﬁni par Berthelot
(Berthelot, 2005) démontre l’inﬂuence du rapport des propriétés mécaniques et du rap-
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port d’élancement de la poutre sur le cisaillement transverse.
Sct =
E11
G13
·
(
h
l
)2
(2.2.1)
Celui-ci correspond exactement au facteur Sf déﬁni dans la résolution analytique
par l’expression 2.1.36. Le facteur Sct est l’équivalent de Sf correspondant à l’utilisation
de la théorie naturelle de Reissner-Mindlin. Sf déﬁnie la sensibilité de la structure (pro-
priétés géométriques et mécaniques) pour le cas général, indépendamment de la fonction
de cisaillement transverse f(x3).
Le facteur est utilisé pour déterminer les cas d’étude intéressants pour l’évaluation
de la prise en compte des eﬀets du cisaillement transverse par les diﬀérentes théories
listées dans le paragraphe 1.1.3.
2.2.1 Configurations étudiées
Pour analyser les diﬀérences de résultats entre les six fonctions f(x3) retenues,
trois conﬁgurations d’essai seront étudiées. Le but de ces variations est d’identiﬁer les
éventuelles divergences entre les théories en fonction de la conﬁguration de test.
Ainsi, en conservant un rapport des propriétés mécaniques de la poutre E11
G13
constant,
les trois conﬁgurations diﬀèrent par le rapport géométrique l
h
de la poutre et la distance
entre appuis choisie pour l’essai de ﬂexion trois points. La ﬁgure 2.2.1 détaille la conﬁ-
guration de l’essai de ﬂexion trois points.
On considèrera alors trois typologies distinctes de poutres, dont le rapport des pro-
priétés matériaux E11
G13
est ﬁxé à la valeur de 40 (E11 = 140000MPa et G13 = 3500MPa).
L’épaisseur b est supposée constante et égale à 4mm.
– Une poutre de faible largeur, de rapport l
h
= 12, 5 avec l = 25mm et h = 2mm
– Une poutre d’épaisseur moyenne, de rapport l
h
= 5 avec l = 25mm et h = 5mm
– Une poutre de forte épaisseur, de rapport l
h
= 1, 25 avec l = 25mm et h = 20mm
Le chargement considéré pour la réalisation de ces calculs est de F3 = −6000N.
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Figure 2.2.1: Conﬁguration de l’essai de ﬂexion trois points
2.2.2 Calcul numérique des déplacements
Pour atteindre les valeurs numériques des déplacements longitudinaux et transver-
saux de la poutre durant la ﬂexion, il est nécessaire d’utiliser la formulation analytique
décrite par les équations 2.1.33 et 2.1.34. Comme déﬁni précédemment, ces expressions
font intervenir les coeﬃcients c1,c2, c3et c4, dont les trois derniers dépendent de la forme
mathématique de f(x3). En eﬀet, comme cela est décrit dans les équations 2.1.16 à
2.1.18, on note qu’il est nécessaire de passer par une intégration de la fonction de ci-
saillement pour déterminer les valeurs de déplacement. Pour la majorité des fonctions
utilisées, une intégration analytique classique peut être eﬀectuée car il est possible de
déterminer les primitives de x3f(x3), f 2(x3), f 2,3(x3) par des fonctions mathématiques
usuelles. En ce qui concerne les fonctions proposées par Karama (Karama et al., 2009)
et Mantari (Mantari et al., 2012b), les intégrations des fonctions basée sur les fonctions
trigonométriques n’existent pas toujours.
Pour cette étude, le choix est fait d’utiliser une méthode d’intégration numérique
pour le calcul des coeﬃcients c2, c3 et c4 qui permettront alors le calcul des valeurs nu-
mériques de u1(x1, x3) et u3(x1, x3). Parmi le nombre important de méthodes disponibles
pour eﬀectuer une intégration numérique, la méthode de Gauss-Legendre à sept points
d’intégration a été utilisée :
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Abscisses ξi Poids wi
-0,94910791 0,12948497
-0,74153119 0,27970539
-0,40584515 0,38183005
0 0,41795918
0,40584515 0,38183005
0,74153119 0,27970539
0,94910791 0,12948497
Tableau 2.1: Abscisses ξi et poids wi pour la méthode de Gauss-Legendre à sept points
f(x3) c1 c2 c3 c4 ωf Sf Sct
Kirchhoff-Love 373333,33 0 0 0 0 / /
Reissner-Mindlin 373333,33 373333,34 373333,34 28000,00 +∞ 0,26 0,26
Reddy 373333,33 298666,67 241777,78 14933,33 2,29 0,31 /
Touratier 373333,33 288973,75 116959,45 14000,00 2,06 0,31 /
Karama 373333,33 278984,98 212208,94 13108,17 1,87 0,30 /
Mantari 373333,33 541379,97 807495,26 109068,22 2,20 0,14 /
Tableau 2.2: Valeurs des coeﬃcients c1 à c4 pour les six fonctions f(x3), lh = 12, 5
I =
aˆ
b
f(x)dx =
1ˆ
−1
f(t)dt =
7∑
i=1
f(ξi) · wi (2.2.2)
avec ξi et wi respectivement les abscisses et les poids associés au polynôme de
Legendre. En utilisant le changement de variable t = a+b
2
+ b−a
2
· x, il est possible de
se ramener à une résolution par la forme initiale de I entre les bornes [−1; 1] (Guilpin,
1999).
Le Tableau 2.1 décrit les valeurs des abscisses ξi et poids wi pour une utilisation
de la méthode de Gauss-Legendre à sept points d’intégration (Mistou, 2000) :
Dans un souci de cohérence dans ce travail, le calcul des coeﬃcients c2, c3 et c4 a
été eﬀectué par intégration numérique pour toutes les fonctions de cisaillement utilisées.
Cela permet donc d’avoir la même approximation mathématique pour tous les résultats.
Selon les trois conﬁgurations proposées, les tableaux 2.2 à 2.4 présentent les résul-
tats des coeﬃcients c1 à c4, ωf et Sf pour les six fonctions f(x3) retenues.
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f(x3) c1 c2 c3 c4 ωf Sf Sct
Kirchhoff-Love 5833333,33 0 0 0 0 / /
Reissner-Mindlin 5833333,33 5833333,39 5833333,39 70000,00 +∞ 1,60 1,60
Reddy 5833333,33 4666666,70 3777777,802 37333,33 0,92 1,92 /
Touratier 5833333,33 4515214,86 3546241,42 35000,00 0,83 1,92 /
Karama 5833333,33 4359140,32 3315764,74 32770,42 0,75 1,91 /
Mantari 5833333,33 8459061,99 12617113,40 121954,02 0,59 1,931 /
Tableau 2.3: Valeurs des coeﬃcients c1 à c4 pour les six fonctions f(x3), lh = 5
f(x3) c1 c2 c3 c4 ωf Sf Sct
Kirchhoff-Love 373333333,33 0 0 0 0 / /
Reissner-Mindlin 373333333,33 373333337,11 373333337,11 280000 +∞ 25,60 25,60
Reddy 373333333,33 298666669,14 241777779,30 149333,33 0,23 30,72 /
Touratier 373333333,33 288973750,84 226959450,79 140000 0,21 30,67 /
Karama 373333333,33 278984980,48 212208943,21 131081,67 0,19 30,54 /
Mantari 373333333,33 541379967,48 807495257,84 321562,48 0,12 46,87 /
Tableau 2.4: Valeurs des coeﬃcients c1 à c4 pour les six fonctions f(x3), lh = 1, 25
2.2.3 Calcul du taux de gauchissement ∆
Dans le but de quantiﬁer les eﬀets du cisaillement transverse, pour un cas donné et
avec un choix de fonction f(x3) donné, un critère de détermination du taux de gauchis-
sement de la section est proposé. En eﬀet, l’amplitude du phénomène peut être évaluée
en analysant la distribution des déplacements longitudinaux le long de la section, c’est à
dire le proﬁl u1(x3). La pente à l’origine u′1(x3) est calculée par régression linéaire entre
deux points symétriques, espacés de la valeur λ, au voisinage du point situé sur la ﬁbre
moyenne de la poutre, où x3 = x30 , tel que :
u′1(x3) =

u1(x30 + 2 )− u1(x30 − 2 )(
x30 +

2
)
−
(
x30 −

2
)

x3 (2.2.3)
La droite ainsi obtenue peut être étendue aux bornes inférieures et supérieures
de x3, entre −h2 et +
h
2
. Le taux de gauchissement, notée ∆, est alors calculé par la
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diﬀérence entre les valeurs extremum de u1(x3) et u′1(x3) rapportée à la valeur maximum
du déplacement longitudinal u1(x3) calculée.
∆ =
(
u1(h2 )− u
′
1(
h
2
)
)
max(u1(x3))
=
(
u1(−h2 )− u
′
1(−
h
2
)
)
max(u1(x3))
(2.2.4)
On note que la symétrie permet d’exprimer l’égalité entre les résultats calculés aux
bornes inférieures et supérieures de x3.
La ﬁgure 2.2.2 illustre le calcul du taux de gauchissement ∆.
Figure 2.2.2: Schéma du calcul du taux de gauchissement ∆
2.3 Résultats
Les paragraphes précédents ont permis de mettre en place la détermination des
résultats analytiques, en utilisant six fonctions de prise en compte du cisaillement trans-
verse.
Le taux de gauchissement ∆ déﬁni dans le paragraphe 2.2.3 est utilisé et commenté
pour établir les conclusions et perspectives de cette étude. Néanmoins, ce critère ne peut
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être appliqué qu’à la comparaison des diﬀérents modèles raﬃnés car il est indépendant
de l’amplitude du chargement F3.
2.3.1 Profils de déplacement u1(x3)
Pour l’analyse de ces résultats, on déﬁnit la position idéale permettant l’obser-
vation du gauchissement comme étant la section où x1 = +/ − l4 . Cette position est
équidistante des conditions aux limites prises en compte et permet ainsi de visualiser
les résultats où les contraintes de cisaillement transverse ont le plus d’inﬂuence sur le
champ de déplacement.
Les ﬁgures 2.3.1 à 2.3.3 présentent les proﬁls de déplacement en x1 = − l4 pour les
trois conﬁgurations présentées dans le paragraphe 2.2.1.
On notera que dans le cas où l
h
= 12, 5 (ﬁgure 2.3.1) il y a une très bonne corres-
pondance des résultats entre les diﬀérents modèles. Cette conﬁguration illustrant le cas
d’une poutre de faible épaisseur, le phénomène de cisaillement transverse et donc de gau-
chissement est naturellement faible. Dans ce cas, l’utilisation des modèles raﬃnés pour
déterminer précisément le champ de déplacement de la structure n’est pas indispensable.
Néanmoins, lorsque l’épaisseur de la poutre devient plus importante ( l
h
= 5) , on
observe des divergences de résultats montrant que toutes les fonctions f(x3) ne peuvent
pas s’adapter à tous les cas de ﬁgure. Ainsi, la ﬁgure 2.3.2 qui concerne une poutre
d’épaisseur moyenne, montre que seuls les modèles de Reddy, Touratier et Karama
concordent pour l’évaluation des valeurs de déplacement et de gauchissement. Pour la
fonction de Mantari, le gauchissement de la section est surévalué vis-à-vis des trois autres
modèles raﬃnés. On notera également que les valeurs issues de la théorie naturelle sont
logiquement cohérente avec les autres proﬁls. Cette théorie donne une bonne approxi-
mation des déplacements mais sans pouvoir déterminer l’amplitude du gauchissement
subi par la structure.
Ces remarques se conﬁrment en analysant les proﬁls de la ﬁgure 2.3.3 concernant
le cas d’une poutre de forte épaisseur ( l
h
= 1, 25) . Dans ce cas de ﬁgure, il est inté-
ressant de noter en premier lieu que l’amplitude globale du déplacement est plus faible
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Figure 2.3.1: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = l4 avec
l
h
= 12, 5
que pour des poutres d’épaisseur inférieure, malgré une augmentation signiﬁcative des
contraintes de cisaillement transverse. Aussi, le phénomène de gauchissement est logi-
quement accentué par l’augmentation de l’épaisseur. Si l’on analyse la pente à l’origine
des diﬀérentes courbes, on s’aperçoit que dans le cas de la théorie naturelle, on conserve
une pente positive (comme dans les cas précédents), alors que dans le cas des modèles
raﬃnés, le signe de cette pente à l’origine s’est inversé. A la vue des diﬀérents proﬁls
de déplacement longitudinal, ce cas d’étude semble être particulièrement discriminatoire
pour les fonctions f(x3).
2.3.2 Évaluation du gauchissement
Ce paragraphe vise à analyser les diﬀérents résultats concernant le taux de gau-
chissement ∆(%), déﬁni dans le paragraphe 2.2.3. Les théories classique et naturelle ne
permettant pas d’intégrer le phénomène de gauchissement, celles-ci ne sont pas prises
en compte dans cette partie de l’étude.
Le Tableau 2.5 résume les valeurs de ∆, pour les trois conﬁgurations d’essai, en
fonction des modèles raﬃnés de cisaillement transverse.
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Figure 2.3.2: Proﬁls de déplacementu1(x3) pour x1 = l4 avec
l
h
= 5
Figure 2.3.3: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = l4 avec
l
h
= 1, 25
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f(x3) lh = 12, 5
l
h
= 5 l
h
= 1, 25
Reddy 10,83 54,98 192,40
Touratier 12,15 60,84 203,53
Karama 13,52 66,84 214,69
Mantari 8,29 85,14 256,87
Tableau 2.5: Taux de gauchissement ∆ en % en fonction de f(x3), pour les diﬀérentes
valeurs de l
h
Les résultats montrent que, comme cela est déﬁni par Berthelot, plus le rapport
l
h
est faible, plus le gauchissement est important. Cela se traduit par une augmentation
de la valeur de ∆. L’ordre de grandeur des valeurs de ∆ exploitées permet de conﬁrmer
qu’il semble indispensable de prendre en compte le gauchissement lorsque les calculs sont
eﬀectués pour des structures présentant une forte épaisseur et une forte anisotropie. On
notera que le critère ∆, basé sur l’exploitation des valeurs de déplacement u1(x1) semble
moins discriminant que le rapport Sf en considérant des rapports de valeurs entre deux
conﬁgurations de poutres distinctes, pour un modèle donné.
2.4 Conclusions
Ce chapitre propose une analyse des eﬀets du cisaillement transverse, dans le cadre
d’un essai de ﬂexion trois points, par la voie du calcul analytique.
Une méthode de résolution analytique, proposée par Dufort et al. (Dufort, 2000;
Dufort et al., 2001), a été présentée et enrichie pour une prise en compte plus exhaustive
des modèles f(x3) qui ont été développés depuis plusieurs dizaines d’années. Ainsi, six
fonctions ont été retenues pour une analyse comparative, basée sur la résolution du
champ de déplacement avec une formulation reposant sur les concepts de la théorie des
plaques multicouches.
Pour trois conﬁgurations géométriques de poutre distinctes, les valeurs des dé-
placements longitudinaux u1(x3) ont été calculées et confrontées entre elles, d’après la
méthode de résolution proposée.
L’analyse des résultats analytiques de cette étude a permis de mettre en évidence
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des éléments intéressants pour l’analyse du problème du problème par cette voie. Ces
données seront exploitées pour la détermination des paramètres géométriques et ma-
tériaux des éprouvettes utilisées, ainsi que le choix des conﬁgurations de test les plus
intéressantes à mettre en œuvre. Ainsi, une géométrie ayant une forte épaisseur est re-
tenue pour le développement de la méthode expérimentale de ce travail, pour bénéﬁcier
d’une forte sensibilité au gauchissement.
Le chapitre suivant présente le développement d’un modèle numérique de la conﬁ-
guration de ﬂexion trois points étudiée dans ce second chapitre. L’objectif de cette mo-
délisation est de déﬁnir les valeurs de déplacement par la méthode de calcul par éléments
ﬁnis, pour la comparaison des valeurs calculées analytiquement et mesurées expérimen-
talement.
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3.1 Objectifs et problématiques
Cette troisième partie traite de la modélisation numérique réalisée pour atteindre
les valeurs du champ de déplacement dans la structure, et les comparer, d’une part aux
résultats analytiques présentés dans le chapitre 2 et d’autre part, aux résultats expé-
rimentaux. Diﬀérentes modélisations sont étudiées pour comprendre l’inﬂuence de cer-
taines hypothèses sur les résultats. Les calculs par éléments ﬁnis nécessitant la connais-
sance de certains paramètres intrinsèques aux matériaux étudiés, une caractérisation
expérimentale des modules d’élasticité et des modules de cisaillement est eﬀectuée pour
déﬁnir les données d’entrée nécessaires aux calculs. Pour prédire au mieux le comporte-
ment réel de la structure dans les conditions du test de ﬂexion trois points, une étude de
sensibilité est eﬀectuée pour évaluer l’inﬂuence de diﬀérents paramètres de modélisation
sur les résultats. Celle-ci permettra également de discuter les hypothèses de la résolution
analytique et d’anticiper l’interprétation des essais expérimentaux. Les résultats de cette
analyse numérique permettent donc de constituer les valeurs de référence de l’étude.
3.1 Objectifs et problématiques
Ce chapitre propose le détail de la démarche eﬀectuée au cours de cette étude
pour la construction et l’exploitation d’un modèle numérique de l’essai de ﬂexion trois
points utilisé. Plusieurs objectifs du travail sont concernés par l’utilisation de la méthode
des éléments ﬁnis. Le principal est l’utilisation des valeurs déterminées numériquement
pour la comparaison avec les résultats analytiques, mettant en œuvre les diﬀérentes
théories de cisaillement transverse et les résultats expérimentaux qui seront déterminés
par corrélation volumique. Un autre objectif est l’utilisation d’un modèle numérique
pour la comparaison des résultats exploitant les conditions aux limites expérimentales
qui permettront la prise en compte des phénomènes liés aux conditions d’essai.
Une des problématiques à traiter est l’étude de l’inﬂuence des particules de cuivre
insérées dans la fabrication du composite, aﬁn de réaliser des mesures expérimentales
dans le volume, par augmentation du contraste dans la structure interne. Une caractérisa-
tion précise des propriétés mécaniques les plus inﬂuentes est à eﬀectuer pour ﬁabiliser les
données d’entrée du modèle numérique et analyser les éventuelles diﬀérences de compor-
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tement mécanique entre les deux types de structures. L’étude de sensibilité des conditions
aux limites du modèle est également proposée dans le but de modéliser l’essai de ﬂexion
au plus proche du cas expérimental, de manière à minimiser les sources de divergences
des résultats et apporter des éléments d’interprétation des résultats expérimentaux.
3.2 Propriétés matériaux
Des modèles numériques sont développés pour permettre de reproduire ﬁdèlement
l’essai de ﬂexion mis en œuvre dans cette étude. La connaissance des propriétés ma-
tériaux est impérative pour réaliser des simulations cohérentes et exploitables pour la
corrélation des résultats. D’après le traitement analytique du cisaillement transverse
abordé dans le chapitre 2, le module d’élasticité E11 ainsi que le module de cisaille-
ment transverse G13 sont identiﬁés comme les propriétés du matériau composite ayant
le plus d’inﬂuence sur le gauchissement. Une détermination précise de ces données est
faite pour construire les modèles numériques par des essais de caractérisation mécanique.
D’autre part, ces données sont également nécessaires pour l’exploitation de la résolution
analytique présentée au chapitre 2.
3.2.1 Généralités sur la caractérisation mécanique
des matériaux composites
La propriété d’anisotropie, fréquemment rencontrée dans l’utilisation des maté-
riaux composites, a pour conséquence de compliquer la connaissance des propriétés mé-
caniques des matériaux étudiés. Néanmoins, elles sont indispensables pour une étude
et une maîtrise complète de la mise en œuvre de cette technologie. La caractérisation
mécanique devient complexe dans le sens où de nombreux essais sont nécessaires, parfois
coûteux et diﬃciles à réaliser, en comparaison avec l’utilisation de matériaux parfai-
tement isotropes où un simple essai homogène peut donner la majorité des données
nécessaires à une étude.
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En conservant un état de contrainte purement élastique, on considère seulement 2
constantes à déterminer pour les matériaux isotropes et homogènes, appelées « constantes
de l’ingénieur » :
– Module d’élasticité longitudinale E
– Coeﬃcient de Poisson υ
Dans le cas général de l’utilisation d’un pli composite à ﬁbres longues, l’anisotropie
nécessite la détermination de 21 constantes de l’ingénieur.
Certaines simpliﬁcations existent du fait des diﬀérentes armatures de tissage cou-
ramment rencontrées, elles permettent de déduire le nombre de constantes à utiliser en
fonction du type de renfort étudié :
– Unidirectionnels (UD) (isotrope transverse) : 5 constantes : E11, E33, G13, υ13
et υ23
– Tissus (orthotrope) : 9 constantes : E11, E22, E33, G12, G13, G23, υ12, υ13 et υ23
– Tissus équilibrés : 6 constantes : E11, E33, G12, G13, υ12 et υ13
Ces constantes sont utilisées pour construire la matrice de rigidité du pli unitaire dans
l’orientation standard 0◦, qui permet d’écrire la loi de comportement du matériau sui-
vante :
[σi] = [Cij]  [εj] = [Sij]
−1
 [εj] , (3.2.1)
où le terme [σ] exprime le vecteur de contraintes généralisées, [Cij] et [Sij], respec-
tivement les tenseurs de rigidité et de souplesse du pli et [ε] le vecteur de déformations
généralisées, avec i et j les directions de l’espace : 1, 2 ou 3.
L’équation 3.2.2 exprime cette loi de comportement dans le repère tridimensionnel.
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

σ11
σ22
σ33
σ23
σ13
σ12


=


C11 C12 C13 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C13 C23 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C55 0
0 0 0 0 0 C66





ε11
ε22
ε33
γ23
γ13
γ12


(3.2.2)
La réduction du nombre de constantes à déterminer varie en fonction des symétries
matériaux propres aux types de ﬁbres utilisées, comme le montre la ﬁgure 3.2.1.
Figure 3.2.1: Construction des matrices de rigidité en fonction des symétries matériaux
des plis composites
Pour cette étude, les matériaux utilisés possèdent des armatures UD, qui per-
mettent de mieux observer les eﬀets des contraintes de cisaillement transverse. Sur la
base de l’équation 3.2.2, on peut donc exprimer la loi de comportement du pli UD en
fonction des 5 constantes de l’ingénieur à caractériser :
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

ε11
ε22
ε33
γ23
γ13
γ12


=


1
E11
−12
E11
−12
E11
0 0 0
−12
E11
1
E22
−23
E22
0 0 0
−12
E11
−23
E22
1
E22
0 0 0
0 0 0 2(1+23)
E22
0 0
0 0 0 0 1
G12
0
0 0 0 0 0 1
G12





σ11
σ22
σ33
σ23
σ13
σ12


(3.2.3)
Deux essais sont mis en place pour accéder à ces propriétés mécaniques : l’essai de
traction et l’essai de cisaillement Iosipescu sont détaillés dans les paragraphes suivants.
Ils permettront la détermination des modules E11 et G13.
3.2.2 Essais de traction longitudinale
L’essai de traction est mis en œuvre aﬁn de connaître le comportement des maté-
riaux utilisés pour cette étude. Il permet d’accéder aux propriétés élastiques de rigidité
et de rupture dans les directions de sollicitation choisies pour l’essai. C’est un essai
classique de caractérisation mécanique car il est simple à mettre en œuvre et permet
d’accéder aux propriétés les plus intéressantes pour le dimensionnement de structure
dans des cas simples.
3.2.2.1 Définition de l’essai de traction
L’essai de traction est utilisé dans la détermination des propriétés mécaniques
suivantes du pli unitaire :
– Module d’élasticité longitudinale (Module d’Young) Eii
– Coeﬃcient de Poisson υij
– Contrainte à la rupture σRii
– Déformation à la rupture εRii
Pour cette étude, les essais de traction sont réalisés suivant la norme NF EN 2561 (NF-
EN-2561, 1998). Cette norme propose deux géométries d’éprouvette. Pour ces essais, la
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Figure 3.2.2: Géométrie « type B » de l’éprouvette de traction suivant la norme NF
EN 2561
géométrie retenue est le « type B », avec les dimensions suivantes :
– Longueur L : 250mm
– Longueur utile l : 130mm
– Largeur b : 25mm
– Épaisseur h : minimum 2mm
Cette géométrie est illustrée sur la ﬁgure 3.2.2
L’éprouvette est mise en place dans les mors d’une machine de traction. Un dépla-
cement à vitesse constante de 1mm min−1 est appliqué de manière à solliciter l’éprou-
vette dans une direction donnée jusqu’à la rupture de l’échantillon.
L’acquisition est réalisée en continu de manière à enregistrer la charge et le dé-
placement de la traverse de la machine de traction. La déformation est enregistrée par
l’intermédiaire de jauges d’extensométrie. Celles-ci sont collées sur la surface de l’éprou-
vette dans les directions 0° et 90° au centre de la zone utile, ce qui permet le calcul du
module d’élasticité E11 et du coeﬃcient de Poisson υ12. La charge de traction supportée
par l’éprouvette est enregistrée par la cellule de charge propre à la machine de traction,
qui a une capacité de 100kN.
3.2.2.2 Résultats
Les données de charge F dans la direction de traction ainsi que les valeurs de
déformation εii permettent le calcul du module Eii et du coeﬃcient de Poisson υij.
La plage de valeur retenue pour le traitement des données est bornée par la valeur
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de charge à rupture FR entre F
R
10
et F
R
2
, où le comportement du matériau est supposé
être linéaire de manière à vériﬁer les hypothèses d’élasticité pour le calcul des propriétés
mécaniques. Le calcul des valeurs recherchées se fait comme suit :
Eii =
( 1
b  h
)

(
FR
2
− F
R
10
)
(
εij
(
FR
2
)
− εij
(
FR
10
)) (3.2.4)
υij =
∣∣∣∣∣∣
εjj
(
FR
2
)
− εjj
(
FR
10
)
εii
(
FR
2
)
− εii
(
FR
10
)
∣∣∣∣∣∣ (3.2.5)
3.2.3 Résultats des essais de traction longitudinale
Les essais de traction ont été réalisés pour les deux matériaux étudiés dans ce
mémoire, correspondant à aux renforts unidirectionnels suivant :
– ﬁbre carbone T700 associée à la résine epoxy 4090, étant un renfort HR (Haute
Résistance) qui favorise la résistance à la rupture du matériau
– ﬁbre carbone M55J associée à la résine epoxy M18, étant un renfort (THM)
(Très Haut Module) qui favorise la grande rigidité des ﬁbres
Pour chaque matériau, une série d’éprouvettes a été réalisée avec et sans insertion de
marqueurs métalliques, utilisés pour la DVC.
L’un des objectifs est d’identiﬁer s’il existe des diﬀérences dues aux marqueurs
dans le comportement mécanique du matériau.
La machine de traction utilisée pour ces essais est une machine Instron 5082, mise
à disposition par la société Nimitech Études 1. On notera que sa capacité maximale de
chargement étant de 100kN, elle ne permet pas d’atteindre la rupture des éprouvettes. En
eﬀet, celles-ci ont été prélevées dans les mêmes plaques dont sont issues les éprouvettes
utilisées pour les essais de ﬂexion trois points, ainsi leur section est de 25×4 = 100mm2.
D’après la contrainte de traction admissible donnée par le fournisseur du renfort, une
1. Nimitech Études : 1 Avenue des victimes du 11 juin 1944 65200 Bagnères de Bigorre ; Tel :
+33(0)5 62 92 23 80 ; Mail : contact@nimitech.fr
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Figure 3.2.3: Courbes issues des essais de traction longitudinale sur les matériaux
T700/4090 et M55/M18
force d’environ 500kN serait nécessaire pour atteindre la rupture. Néanmoins, cette étude
vise uniquement à comparer les valeurs de module d’élasticité E11, ainsi sur la base
du comportement élastique linéaire du composite unidirectionnel, les essais eﬀectués
jusqu’au chargement de 100kN sont suﬃsants.
La ﬁgure 3.2.3 représente l’évolution de la contrainte de traction σ11 en fonction de
la déformation longitudinale ε11 mesurée durant ces essais, pour le matériau T700/4090
avec particules métalliques et pour le matériau M55J/M18.
En premier lieu, on notera la très bonne répétabilité des résultats sur chacune des
séries d’éprouvettes, qui de plus conﬁrme le comportement élastique linéaire supposé. Ces
séries de données sont donc utilisées pour la détermination des modules E11, synthétisés
dans les tableaux 3.1 et 3.2.
En prenant le matériau sans particule de cuivre comme référence, on détermine
l’écart relatif entre les deux modules d’élasticité moyens E11 évalués. Celui-ci est de
1, 19GPa, soit 0, 97% de diﬀérence entre le matériau T700/4090 et son équivalent avec
insertion de particules. Concernant le matériau M55J/M18, les essais ont permis d’iden-
tiﬁer un écart de 1, 53% sur les valeurs de rigidité dans le sens des ﬁbres entre les
deux conﬁgurations. Cette diﬀérence peut être considérée comme faible, et conﬁrme que
l’utilisation des particules métalliques en faible pourcentage (<2%) ne perturbe pas le
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Éprouvettes Module E11(GPa)
T700/4090_1 125,51
T700/4090_2 114,21
T700/4090_3 122,15
T700/4090_4 128,02
Moyenne 122,47
Écart-type/Moyenne 0,04
Éprouvettes Module E11(GPa)
T700/4090+Cu_1 125,09
T700/4090+Cu_2 123,76
T700/4090+Cu_3 123,92
T700/4090+Cu_4 121,85
Moyenne 123,66
Écart-type/Moyenne 0,01
Diﬀérence des E11(GPa) Écart relatifs (%)
1,19 0,97 %
Tableau 3.1: Tableaux de synthèse des modules E11 issus des essais de traction sur le
matériau T700/4090, avec et sans marqueurs métalliques
Éprouvettes Module E11(GPa)
M55J/M18_1 317,71
M55J/M18_2 332,86
M55J/M18_3 310,55
M55J/M18_4 331,57
Moyenne 323,17
Écart-type/Moyenne 0,03
Éprouvettes Module E11(GPa)
M55J/M18+Cu_1 331,55
M55J/M18+Cu_2 298,13
M55J/M18+Cu_3 325,28
M55J/M18+Cu_4 317,96
Moyenne 318,23
Écart-type/Moyenne 0,05
Diﬀérence des E11(GPa) Écart relatifs (%)
4,94 1,53 %
Tableau 3.2: Tableaux de synthèse des modules E11 issus des essais de traction sur le
matériau M55J/M18, avec et sans marqueurs métalliques
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comportement mécanique du matériau composite et est valable pour l’analyse volumique
des matériaux non transparents. L’utilisation des particules de cuivre pour la fabrication
des éprouvettes est abordée dans le chapitre 4 de ce manuscrit.
3.2.4 Essais de cisaillement Iosipescu
La détermination du module de cisaillement transverse G13 est eﬀectuée par l’essai
normalisé de cisaillement Iosipescu. Il permet également d’accéder aux valeurs limites de
contrainte et de déformation dans le cas d’une sollicitation de cisaillement des plis. La
mise en œuvre de cet essai est plus délicate que pour l’essai de traction, car la ﬁabilité des
résultats est très sensible aux conditions de tests : orientation, type de renfort, conditions
aux limites, montage de l’éprouvette, qualité de l’instrumentation, etc...
3.2.4.1 Définition de l’essai de cisaillement Iosipescu
L’essai de cisaillement a été développé par Iosipescu en 1967 dans le but de contri-
buer à l’amélioration des méthodes permettant de mesurer les modules de cisaillement
des matériaux composites, notamment dans les cas hors plan (Pierron, 1994). Le docu-
ment standard associé à la réalisation de ces essais est la norme ASTM 5379-05 (ASTM-
D5379-05, 2005).
La réalisation des éprouvettes Iosipescu est eﬀectuée par usinage de plaques com-
posites, dans lesquelles les échantillons sont détourés. Une attention particulière doit
être portée à cet usinage de manière à obtenir une géométrie correcte des encoches
de réduction de la section pour ne pas provoquer de concentrations de contraintes en
fond d’encoche qui pourrait entraîner une rupture prématurée de l’éprouvette testée. Les
dimensions des échantillons sont présentées en ﬁgure 3.2.4.
Cet essai nécessite la mise en place d’un montage spéciﬁque sur la machine de
test, illustré en ﬁgure 3.2.5. Il est composé de deux mors en contact avec les surfaces
supérieures et inférieures de l’éprouvette. Un des mors est mobile, guidé par une vis
à billes pendant l’essai. Le mors opposé étant ﬁxe, il en résulte une sollicitation de
cisaillement de la partie centrale de l’éprouvette, où la contrainte est concentrée par une
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Figure 3.2.4: Géométrie de l’éprouvette de cisaillement Iosipescu suivant la norme
ASTM 5379-05
réduction de la section.
L’essai s’eﬀectue par application d’un déplacement de compression sur la machine
qui agit sur le mors mobile du montage, à la vitesse de 2mm min−1, déﬁnie par la
norme. La ﬁn de l’essai est déterminée par la détection de la rupture de l’éprouvette
caractérisée par un aﬀaiblissement de la charge de compression due à une diminution de
la section résistante.
Deux jauges d’extensométrie sont collées à +45° et −45° sur la surface visible de
l’éprouvette dans le but d’enregistrer l’évolution de la déformation en fonction de la
charge appliquée. Ces données sont ensuite utilisées pour calculer le module de cisaille-
ment du matériau, dans l’orientation choisie pour l’échantillon. Il a été montré que la
répartition du champ de cisaillement le long de la section de l’éprouvette n’est pas ho-
mogène, comme le montre la ﬁgure 3.2.6. Il y a une forte dépendance de l’orientation des
plis du stratiﬁé dans la détermination du module G13 mesuré (Mistou et al., 2010). Les
courbes présentées montrent que dans le cas d’un stratiﬁé orienté à 0◦ la position centrale
de la rosette le long de la section de l’éprouvette ne permet pas d’évaluer le maximum
des déformations de cisaillement, ce qui entraîne une surévaluation du module G13. Les
valeurs proches des bords libres de l’éprouvette divergent de la valeur au centre de la
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Figure 3.2.5: Montage spéciﬁque de cisaillement Iosipescu suivant la norme ASTM
5379-05
section. La position et la longueur de jauge ont donc une inﬂuence importante sur la
précision de la valeur de module obtenue. Néanmoins, un des objectifs de ces essais de
caractérisation étant de comparer les matériaux avec et sans particules de cuivre, la
méthode de mesure (identique pour tous les essais) est acceptable et est conforme à la
norme utilisée.
3.2.4.2 Analyse des essais
Les mesures eﬀectuées pendant l’essai de cisaillement permettent de mettre en
correspondance la charge relevée par la machine de traction ainsi que les déformations
à +45◦ notée ǫ+45°, et à −45◦ notée ǫ−45°, relevées par les deux jauges d’extensométrie
collées sur la surface de l’éprouvette.
A partir de la géométrie de l’éprouvette et des valeurs de déformation, il est donc
possible de déterminer à chaque point de mesure la valeur de la contrainte de cisaillement
τ13 supportée par l’échantillon, tel que :
τ13 =
F13
Si
(3.2.6)
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Figure 3.2.6: Répartition de la déformation de cisaillement le long de la section sollici-
tée (Mistou et al., 2010)
avec F13 la valeur du chargement de cisaillement dans le plan (1, 3) et Si la valeur de
la section résistante initiale de l’éprouvette qui correspond à la section entre les deux
entailles usinées
La déformation de cisaillement γ13 est obtenue en sommant les deux signaux de
chacune des jauges d’extensométrie comme exprimée dans l’équation 3.2.7.
γ13 = |ε+45°|+ |ε−45°| (3.2.7)
A partir des deux séries de valeurs γ13 et τ13, on peut alors tracer la courbe des
contraintes en fonctions des déformations de l’essai à analyser, sur laquelle on peut
identiﬁer la valeur du module de cisaillement G13, comme explicité par la ﬁgure 3.2.7.
Le module G13 correspond à la pente de la partie linéaire de la courbe τ13(γ13),
d’où :
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Figure 3.2.7: Calcul du module de cisaillement G13 par l’essai Iosipescu
G13 =
∆τ13
∆γ13
(3.2.8)
3.2.5 Résultats des essais de cisaillement
De la même manière que pour les essais de traction, une série d’essai de cisaillement
a été eﬀectuée pour les deux matériaux utilisés avec et sans particules de cuivre. Une
comparaison est eﬀectuée entre les résultats obtenus dans les deux conﬁgurations, pour
les deux matériaux étudiés, présentés en tableaux 3.3 et 3.4. Pour illustrer ces résultats
sur les deux matériaux étudiés, la ﬁgure 3.2.8 montre les courbes de la contrainte τ13
en fonction de la déformation γ13, d’une part pour le matériau T700/4090 et d’autre
part pour le matériau M55J/M18. La reproductibilité des tests eﬀectués est assurée,
malgré une dispersion des résultats plus importante que pour les résultats des essais de
traction. Les tableaux de synthèse mettent en évidence une sensibilité plus importante
des modules de cisaillement vis-à-vis de l’insertion des particules métalliques dans la
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Figure 3.2.8: Courbes issues des essais de cisaillement Iosipescu sur les matériaux
T700/4090 et M55J/M18
fabrication des matériaux composites. Les écarts relatifs mesurés entre les matériaux avec
et sans marqueurs sont de 7, 50% et 4, 89%, respectivement pour le matériau T700/4090
et M55J/M18. Ces écarts sont cinq à sept fois supérieurs à ceux déterminés par les tests
de traction. Néanmoins, la diﬀérence des modules G13 caractérisés reste faible et permet
une analyse cohérente du phénomène, puisque les rapports E11
G13
conservent une valeur
traduisant une forte sensibilité aux contraintes de cisaillement transverse, comme cela
est détaillé dans le paragraphe 2.2.
Éprouvettes Module G13(GPa)
T700/4090_1 3,01
T700/4090_2 3,30
T700/4090_3 3,41
T700/4090_4 3,08
Moyenne 3,20
Écart-type/Moyenne 0,06
Éprouvettes Module G13(GPa)
T700/4090+Cu_1 3.85
T700/4090+Cu_2 3,25
T700/4090+Cu_3 3,03
T700/4090+Cu_4 3.63
Moyenne 3,44
Écart-type/Moyenne 0,09
Diﬀérence des G13(GPa) Écart relatifs (%)
0,24 7,50 %
Tableau 3.3: Tableaux de synthèse des modules G13 issus des essais de cisaillement Iosi-
pescu sur le matériau T700/4090, avec et sans marqueurs métalliques
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Éprouvettes Module G13(GPa)
M55J/M18_1 3,82
M55J/M18_2 2,86
M55J/M18_3 3,36
M55J/M18_4 2,65
Moyenne 3,17
Écart-type/Moyenne 0,10
Éprouvettes Module G13(GPa)
M55J/M18+Cu_1 3,75
M55J/M18+Cu_2 3,23
M55J/M18+Cu_3 3,32
M55J/M18+Cu_4 3,02
Moyenne 3,33
Écart-type/Moyenne 0,09
Diﬀérence des G13(GPa) Écart relatifs (%)
0,16 4,89 %
Tableau 3.4: Tableaux de synthèse des modules G13 issus des essais de cisaillement Iosi-
pescu sur le matériau M55J/M18, avec et sans marqueurs métalliques
3.3 Modélisation éléments finis initiale
L’objectif de cette étude est de comparer les résultats fournis par les diﬀérentes
théories de cisaillement transverse, intégrée dans une résolution analytique du problème,
pour le cas d’un test de ﬂexion trois points.
Néanmoins, aucun de ces résultats ne peut être considéré comme la solution exacte
du problème. Ainsi, comme cela est souvent observé dans des études similaires (Karama
et al., 1993, 1998; Dufort et al., 2001; Karama et al., 2003; Vidal et Polit, 2009), la
solution de référence est donnée par l’utilisation de la méthode des éléments ﬁnis.
Une modélisation éléments ﬁnis a été réalisée pour fournir des résultats de réfé-
rence. La méthode adoptée est basée sur la modélisation d’une section transverse de la
poutre, qui permettra d’observer les déplacements u1(x1,x3) et u3(x1,x3).
La méthode de calcul par éléments ﬁnis étant, dans ce cas, eﬀectuée en accord avec
les lois classiques d’élasticité des matériaux, il n’y a pas de dépendance à l’utilisation
d’une théorie de cisaillement transverse particulière.
Une modélisation initiale est eﬀectuée pour étudier les résultats de gauchissement
par méthodes numériques. Celle-ci est représentative des hypothèses admises dans la
méthode de résolution analytique du chapitre 2, à savoir la symétrie du problème sur l’axe
x3 et une application ponctuelle du chargement et des conditions de blocage des degrés
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Figure 3.3.1: Modélisation éléments ﬁnis 2D de la poutre en ﬂexion trois points
de liberté aux appuis. La modélisation prend en compte le comportement orthotrope
de la section transverse, on conserve alors les valeurs matériaux E11 et G13 données
dans le paragraphe 2.2.1. Pour étudier la modélisation, le matériau sélectionné pour les
simulations est le couple ﬁbre/résine carbone UD/Epoxy avec un module E11 = 140GPa
et un module G13 = 3, 5GPa.
Pour simpliﬁer les calculs, dans un premier temps, la symétrie du cas de l’étude
par rapport à l’axe du chargement de ﬂexion est utilisée, ainsi la moitié de la structure
est modélisée.
Les conditions aux limites prises en compte sont les suivantes :
– u3(x1 = 0) = 0, représentant l’appui inférieur
– F3
2
, représentant l’eﬀort de ﬂexion
– u1(x1 = l2) = 0 et θ(x1 =
l
2
) = 0, ∀x3, représentant la condition de symétrie
Cette modélisation a été mise en œuvre avec le code de calcul commercial Abaqus CAE
6.10-2. Le type d’éléments ﬁnis adopté est un élément à 8 nœuds en contraintes planes
« CPS8 ». Le maillage de la demi-section est constitué de 1000 éléments de taille 0, 5mm.
La ﬁgure 3.3.1 illustre la construction du modèle initial.
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Figure 3.4.1: Modélisation éléments ﬁnis 2D avec prise en compte des zones hors appuis
3.4 Modélisation avancée
Une modélisation avancée est proposée pour se rapprocher du comportement de
l’éprouvette étudiée durant les essais expérimentaux. Certaines hypothèses issues de la
résolution analytique ne sont pas suﬃsantes pour modéliser l’essai de ﬂexion de ma-
nière complètement réaliste. Des modiﬁcations sont donc eﬀectuées sur la base de la
modélisation initiale proposée précédemment, ainsi qu’une comparaison des résultats.
3.4.1 Modélisation des zones hors appuis
L’objectif de ce travail étant de mettre en place une observation expérimentale 3D
du phénomène de gauchissement induit par le cisaillement transverse, la modélisation
éléments ﬁnis adoptée doit être la plus ﬁdèle possible aux conditions d’essai. Dans ce
but, les proﬁls de déplacement ont également été calculés par un modèle prenant en
compte les parties de la poutre se situant en dehors des appuis de ﬂexion, aﬁn d’évaluer
d’éventuelles inﬂuences.
Le modèle prenant en compte cette diﬀérence est présenté en ﬁgure 3.4.1.
Ces parties de la poutre ne sont pas prises en considération dans la résolution ana-
lytique exposée dans la partie 2.1. Néanmoins, il demeure intéressant de connaître leur
participation au champ de déplacements résultant d’un eﬀort de ﬂexion pour mieux ap-
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Figure 3.4.2: Diﬀérence de résultats entre les deux modélisations étudiées
préhender la corrélation des résultats expérimentaux avec ceux issus de calculs éléments
ﬁnis.
Considérons la conﬁguration d’essai où l
h
= 1.25, avec un chargement retenu de
F3
2
= 3000N. La ﬁgure 3.4.2 présente les proﬁls de déplacement u1(x3) de la section située
à x1 = − l4 , d’une part pour la modélisation initiale, présentée en ﬁgure 3.3.1, et d’autre
part pour une modélisation plus proche des conditions expérimentales (ﬁgure 3.4.1).
La ﬁgure 3.4.2 permet d’identiﬁer l’inﬂuence de la partie hors appuis sur les va-
leurs des champs de déplacements calculées par éléments ﬁnis. En comparaison avec la
modélisation initiale, il n’y a pas de symétrie des valeurs de déplacement longitudinal de
part et d’autre de la ligne moyenne de la section, la ﬁbre neutre n’est donc pas identique
entre les deux modélisations. Cette dernière remarque sera à considérer pour l’analyse
des résultats expérimentaux. Aussi, il apparaît clairement que l’amplitude du gauchisse-
ment est diminuée si l’on prend en compte l’intégralité de la poutre dans la modélisation
numérique, ce qui a également une inﬂuence dans l’analyse des diﬀérentes théories de
cisaillement transverse.
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3.4.2 Modélisation des surfaces de contact
Dans le but de réaliser une modélisation la plus proche possible des conditions
aux limites expérimentales, on peut également s’interroger sur l’inﬂuence des appuis du
montage de ﬂexion sur la distribution des déplacements le long des sections observées.
Pour analyser cette problématique, une modélisation a été faite en tenant compte des
appuis, présentée en ﬁgure 3.4.3. Les hypothèses admises ici sont que les appuis sont
inﬁniment rigides de manière à transmettre l’intégralité du déplacement à l’éprouvette.
Cette hypothèse reste proche de la réalité au regard des ordres de grandeurs de la raideur
relative des appuis et de l’éprouvette dans les directions transverses. Les plis UD ont
très peu de rigidité dans les directions transverses x2 et x3, où la résine reprend en
grande partie les eﬀorts avec un module d’Young inférieur à 5GPa, en comparaison des
appuis aluminium utilisés ayant un module d’Young de l’ordre de 70GPa. Cette dernière
remarque peut expliquer les risques de matage sur les surfaces libres des éprouvettes dans
les zones proches des appuis de ﬂexion, pouvant perturber la cohérence des conditions
aux limites modélisées.
D’après les courbes présentées par la ﬁgure 3.4.4, on peut identiﬁer que l’inﬂuence
des appuis sur les résultats de la modélisation n’est pas globalement signiﬁcative sur
les proﬁls de gauchissement obtenus. Néanmoins, on observe localement près des appuis
inférieurs de ﬂexion, un lissage du déplacement représentant une distribution répartie
sur plusieurs nœuds par contact de l’appui. Cette distribution n’existe pas dans la mo-
délisation théorique car le déplacement imposé est aﬀecté au seul nœud supérieur en
x3 = 0, sur le plan de symétrie longitudinal. Ces éléments seront également à considérer
pour mieux interpréter les résultats expérimentaux.
3.5 Sensibilité des conditions aux limites
Des diﬀérences ont été observées selon le type de modélisation numérique adoptée
pour représenter le comportement de l’éprouvette en ﬂexion trois points. Pour compléter
ces résultats, une étude de sensibilité spéciﬁque sur les conditions aux limites est présen-
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Figure 3.4.3: Modélisation éléments ﬁnis 2D avec prise en compte des appuis de ﬂexion
Figure 3.4.4: Diﬀérence de résultats entre les deux modélisations étudiées et la modé-
lisation avec appuis cylindriques
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tée ici pour accentuer la représentativité du modèle avancé et anticiper l’interprétation
des résultats expérimentaux.
3.5.1 Application des conditions aux limites
Sur la base de la modélisation proposée par la ﬁgure 3.4.3, une analyse de sensibilité
des conditions aux limites est réalisée pour identiﬁer la manière la plus appropriée de
modéliser celles-ci. On distingue trois méthodes d’application des diﬀérentes conditions :
– application ponctuelle
– application sur la demi-hauteur de la section
– application sur la hauteur totale de la section
L’objectif de cette analyse est d’observer les divergences de résultats du modèle numé-
rique en fonction de la méthode d’application des conditions aux limites. Les diﬀérentes
conﬁgurations testées sont illustrées en ﬁgure 3.5.1.
Figure 3.5.1: Conﬁgurations de conditions aux limites testées
A partir d’un cas d’étude similaire ( l
h
= 1, 25, F3
2
= 3000N), les proﬁls de déplace-
ment u1(x3) ont été tracés pour toutes les conﬁgurations, une synthèse de ces courbes
est représentée en ﬁgure 3.5.2. pour illustrer la comparaison des résultats.
La notation adoptée sur cette ﬁgure suit la règle suivante : u1,i avec i le numéro
de la conﬁguration donnée en ﬁgure 3.5.1.
On peut identiﬁer deux tendances distinctes. La première permet de mettre en
évidence le gauchissement de la section avec une bonne cohérence vis-à-vis des résultats
connus de l’analytique et de la littérature, illustrée par les courbes u1,1, u1,4, et u1,6.
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La deuxième tendance permet alors de distinguer les conﬁgurations de conditions
aux limites sources de résultats incohérents, illustrée par u1,2, u1,3, u1,5 u1,7, u1,8, u1,9,
u1,10. La conﬁguration qui semble être idéale au sens de l’analytique est la numéro 4,
car il y a une symétrie du résultat autour de la ﬁbre moyenne ainsi qu’une tangente
horizontale pour x3 = 0, ce qui s’explique par le fait d’avoir un cisaillement pur de
par l’application de conditions aux limites sur les longueurs totales des éléments géomé-
triques. De plus, cette conﬁguration est conforme à l’homogénéisation du comportement
des structures multicouches, à travers l’utilisation des modèles et théories analytiques.
En eﬀet, l’homogénéisation ne prend pas en compte une variation des conditions aux
limites pour les diﬀérents plis en fonction de leur position dans l’épaisseur, lorsqu’elle
est utilisée dans le cadre d’étude en modélisation poutre. Ainsi on considère que tous les
plis du multicouche supportent les conditions aux limites.
Figure 3.5.2: Déplacements u1(x3) pour les diﬀérentes conﬁgurations de conditions aux
limites (u1,i avec i le numéro de la conﬁguration des conditions aux li-
mites) ; en cohérence (à gauche) et en incohérence (à droite) avec la théo-
rie analytique
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3.5.2 Prise en compte du frottement aux contacts
des appuis
Le paragraphe précédent a permis de mettre en évidence la sensibilité du modèle
vis-à-vis de la méthode d’application des conditions aux limites du modèle. Il est égale-
ment important d’étudier l’inﬂuence de la modélisation des appuis du montage de ﬂexion
trois points, ainsi que la sensibilité des résultats sur le paramétrage du frottement aux
contacts éprouvette/appuis. Diﬀérentes méthodes de modélisation des appuis et de leurs
contacts sont ici présentées ainsi que les résultats des simulations associées.
Pour toutes les simulations, les appuis sont considérés inﬁniment rigides aﬁn de
prendre en compte le fait que ceux-ci ne se déforment pas durant l’essai.
La première méthode de modélisation des contacts consiste à négliger les éventuels
glissements entre l’éprouvette et les appuis. On considère alors un contact « dur » au
coeﬃcient de frottement inﬁni entre la surface de l’éprouvette et les appuis de ﬂexion.
La seconde méthode permet de prendre en compte le glissement entre les surfaces de
contact de l’échantillon et les appuis du montage. Pour la modélisation, la valeur du
coeﬃcient de frottement entre les deux matériaux en contact est ﬁxée à 0, 2. Cette
valeur est régulièrement retrouvée dans des études traitant de la friction des composites
et des métaux (Schon, 2004). Les deux modèles sont présentés en ﬁgure 3.5.3.
Figure 3.5.3: Schématisation du modèle numérique avec prise en compte des contacts
aux appuis avec glissement (à gauche) et sans glissement (à droite)
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Figure 3.5.4: Cartographies des déplacements u1(x3), respectivement avec contacts glis-
sants (à gauche) et sans contacts glissants (à droite)
Les résultats des deux calculs sont présentés en ﬁgure 3.5.4.
La valeur du coeﬃcient de frottement introduite dans la modélisation n’ayant pas
été ﬁabilisée par un essai de caractérisation, il est proposé ici d’évaluer la sensibilité
des résultats obtenus en fonction de diﬀérentes valeurs de celui-ci. Classiquement, un
coeﬃcient de frottement > 0, 3 permet de considérer l’absence de glissement entre deux
surfaces en contact.
Les résultats des calculs présentés en ﬁgure 3.5.5 ont été réalisés avec trois valeurs
de coeﬃcient de frottement, présentés dans le tableau 3.5, où ﬁgurent également les
valeurs des écarts Es correspondant à la moyenne quadratique des écarts entre le proﬁl
avec défaut et le proﬁl de référence, adimensionnée par la valeur du déplacement u1Ref (x3)
en x3 = 0, tel que :
Es =
√[
1
n
(∑1
n(u1Exp(x3)− u1RM )2
)]
u1Ref (x3 = 0)
(3.5.1)
On notera que la conﬁguration de référence ainsi que le calcul de l’écart Es restent
identiques pour les autres défauts étudiés dans les paragraphes suivants.
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Cas Valeur du coeﬃcient de frottement Écart Es
1 0, 1 Référence
2 0, 2 0, 07
3 0, 8 0, 54
Tableau 3.5: Variations du coeﬃcient de frottement aux contacts des appuis du montage
de ﬂexion trois points
Figure 3.5.5: Sensibilité du déplacement u1(x3) aux coeﬃcients de frottement pour la
modélisation des contacts avec glissement aux appuis
D’après la ﬁgure 3.5.5, on peut considérer que la valeur du coeﬃcient de frotte-
ment entre l’échantillon en carbone/epoxy et les appuis du montage en aluminium n’a
pas une inﬂuence très signiﬁcative sur les proﬁls de gauchissement observés dans ce cas
d’étude, en x1 = − l4 et x1 = +
l
4
. La valeur des écarts Es calculés entre les résultats
avec un coeﬃcient de frottement d’une part égal à 0, 1 et d’autre part égal à 0, 8 sont
respectivement de 0, 07 et de 0, 54. Ces valeurs sont faibles en comparaison des valeurs
de déplacement obtenues. Ce résultat s’explique par les parfaites symétries du modèle
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du point de vue du chargement et des conditions aux limites, qui n’entraînent pas de
perturbations pouvant engendrer un glissement signiﬁcatif aux appuis. Néanmoins cette
symétrie n’est pas parfaitement cohérente avec le cas réel, c’est pourquoi la dissymétrie
du modèle sera également évaluée dans les paragraphes suivants. Pour la suite des tra-
vaux, la modélisation retenue conserve la prise en compte du contact glissant aux appuis
du montage avec un coeﬃcient de frottement égal à 0, 2 de manière à ne pas contraindre
le modèle en vue de l’interprétation des résultats expérimentaux.
3.6 Sensibilité de l’application du
chargement de exion
Cette partie présente un étude de sensibilité des résultats vis-à-vis de l’application
du chargement de ﬂexion, modélisée par l’intermédiaire d’une force ponctuelle F3. Deux
aspects sont traités :
– un défaut de positionnement du point d’application du chargement, pouvant
être décalé du plan de symétrie de l’éprouvette, correspondant au plan médian
des deux appuis inférieurs
– un défaut de l’orientation du chargement de ﬂexion, pouvant être diﬀérente de
la direction x3, normale à ligne moyenne à l’état non chargé, correspondant à
l’épaisseur de l’éprouvette,
Des simulations sont donc réalisées sur un modèle représentant l’intégralité de l’éprou-
vette. En eﬀet, si un défaut est introduit pour modéliser le chargement F3, les conditions
de symétrie longitudinale suivant la direction x1 ne sont plus respectées et donc la mo-
délisation de la moitié de l’éprouvette n’est plus valable. La modélisation adoptée pour
cette étude est présentée en ﬁgure 3.6.1. Le maillage utilisé est constitué ici de 4000
éléments CPS8. Le matériau utilisé dans le modèle est identique à celui présenté dans
la partie 3.3, de même que le chargement conservé à F3 = 6000N.
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Figure 3.6.1: Modélisation éléments ﬁnis 2D de l’éprouvette complète en ﬂexion trois
points
3.6.1 Position du point d’application du chargement
Pour prendre en compte l’inﬂuence des variations de position du chargement F3
des simulations sont réalisées en appliquant un décalage de la coordonnée x1 du point
de chargement. Ce décalage représente un défaut d’alignement de l’appui supérieur avec
le plan de symétrie suivant x1, comme représenté sur la ﬁgure 3.6.2.
Figure 3.6.2: Schématisation du défaut de position du chargement F3 suivant x1
Les paramètres appliqués pour la variation de la position du point d’application du
chargement ainsi que les écarts déterminés sont présentés dans le tableau 3.6. Le premier
cas est la référence où la position théorique du point de chargement est respectée. Le
défaut maximum correspond à un scénario très pessimiste où le chargement de ﬂexion
est localisé à mi distance entre le plan de symétrie de l’éprouvette et l’appui inférieur.
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Figure 3.6.3: Cartographie des déplacements u1(x3), respectivement avec défaut
(droite) et sans défaut (gauche) de position du chargement de ﬂexion
Cas Coordonnée x1pour l’application de F3 Écart Es
1 x1 = 0mm Référence
2 x1 = −2mm 2, 76
3 x1 = −5mm 7, 59
Tableau 3.6: Variations de la position du point d’application de F3 utilisées
Les résultats des simulations issues des diﬀérentes positions d’application du char-
gement de ﬂexion sont présentés sur la ﬁgure 3.6.3, où ﬁgurent les courbes u1(x1 = l4 , x3)
et u1(x1 = − l4 , x3) pour chaque cas de défaut. Il apparaît clairement que ceux-ci ont
une inﬂuence signiﬁcative sur le résultat qui se traduit par une perturbation des valeurs
de déplacement longitudinal. On observe une évolution linéaire de cette perturbation
en fonction du décalage du point de chargement, entraînant une rotation du proﬁl de
déplacement autour de la valeur médiane, en x3 = 0. D’autre part, on observe que les
valeurs des déplacements calculés sont très supérieures aux valeurs de référence dans le
cas où le défaut est le plus important, près du point de chargement. Les valeurs écarts
Es inscrites dans le tableau 3.6 conﬁrment les remarques précédentes et permettent de
justiﬁer que la position du point d’application peut aﬀecter les résultats recherchés.
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Figure 3.6.4: Sensibilité du déplacement u1(x3) aux défauts de position du chargement
F3 suivant x1
3.6.2 Direction d’application du chargement F3
Une autre source de défaut qui peut être observée durant les essais est la direction
d’application du chargement. En eﬀet, dans le cas théorique comme pour la résolution
analytique, on considère que le chargement de ﬂexion est appliqué suivant une direc-
tion parfaitement perpendiculaire à la ﬁbre moyenne de l’éprouvette, dans son état non
chargé. Une analyse de l’inﬂuence de cette direction sur les proﬁls de déplacements
longitudinaux u1(x3) est également eﬀectuée pour permettre son identiﬁcation et sa cor-
rection dans l’analyse expérimentale. La ﬁgure 3.6.5 schématise la prise en compte de ce
défaut dans le modèle numérique. La résultante de l’eﬀort appliqué est conservée à sa
valeur de F3 = 6000N, mais les variations sur les composantes de sa direction suivant x1
et x3 engendrent une répartition diﬀérente de cet eﬀort dans la structure qui doit être
analysée.
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Figure 3.6.5: Schématisation du défaut de direction du chargement F3 suivant x1
Les diﬀérentes directions de chargement de ﬂexion étudiées ainsi que les écarts Es
sont présentés dans le Tableau 3.7.
Cas Composantes (x1; x3) de F3 Angle ζ Écart Es
1 (0; 1) 0◦ Référence
2 (−0, 08;−0, 99) 5◦ 45, 32
3 (−0, 25;−0, 97) 15◦ 94, 10
Tableau 3.7: Variations de la direction du point d’application de F3 utilisées
Comme pour l’analyse de l’inﬂuence de la position de l’application du chargement,
la ﬁgure 3.6.7 permet de visualiser les déplacements issus des calculs des diﬀérents cas
de défaut d’orientation de la charge F3. Les courbes montrent que l’inﬂuence de ce
défaut est logiquement très importante dans la zone proche de l’application de la charge
(x3 = 0), et moindre pour les déplacements proches des appuis inférieurs du montage
d’essai. Néanmoins, l’ordre de grandeur des déplacements est plus important pour les
défauts d’orientation comparé aux défauts de position. Pour les cas traités, on observe
un coeﬃcient proche de 10 sur les valeurs en x3 = 0. Le respect de l’orientation de la
charge semble donc être prépondérant sur sa position. Cette analyse est conﬁrmée par
les importantes valeurs d’écarts observées. Celles-ci sont nettement supérieures à celles
des défauts précédemment étudiés, ce qui traduit la grande inﬂuence de ce paramètre
sur les valeurs du champ u1.
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Figure 3.6.6: Cartographie des déplacements u1(x3), respectivement avec défauts
(droite) et sans défauts (gauche) d’orientation du chargement de ﬂexion
Figure 3.6.7: Sensibilité du déplacement u1(x3) aux défauts de direction du chargement
F3 suivant x1
3.7 Conclusions
Ce chapitre a permis de déﬁnir et de construire la modélisation numérique qui sera
utilisée pour la détermination des déplacements u1(x3), pour diﬀérents cas de chargement
et pour les diﬀérents matériaux étudiés dans cette étude. A partir de la connaissance
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du comportement mécanique d’un pli composite unidirectionnel, une méthode de ca-
ractérisation est utilisée pour permettre la détermination des propriétés mécaniques des
matériaux, indispensables à la réalisation des simulations numériques. Ainsi une série
d’essais de traction longitudinale et une série d’essais de cisaillement Iosipescu sont réa-
lisées pour les deux matériaux de cette étude, de manière à déterminer les grandeurs
E11 et G13. Ces tests sont eﬀectués pour les matériaux avec et sans insertion de mar-
queurs métalliques pour permettre d’identiﬁer l’inﬂuence des particules métalliques sur
le comportement mécanique du pli, qui sont nécessaires pour l’utilisation de la corréla-
tion volumique associée à la tomographie à rayons X. Les très faibles écarts de valeurs
obtenus pour les modules d’élasticité E11 et de cisaillement G13 permettent de conﬁr-
mer que cette méthode est cohérente pour l’investigation des matériaux composites sans
perturbation du comportement pour de petites déformations dans le domaine élastique.
Aﬁn d’anticiper l’analyse des essais expérimentaux et leur interprétation, une étude
de sensibilité du modèle numérique proposé est eﬀectuée pour diﬀérents aspects, tel que
l’application des conditions aux limites, la prise en compte du frottement ou les défauts
de chargement. Les conclusions qui peuvent être faites sont multiples. En eﬀet, il apparaît
nécessaire de prendre en compte les parties hors appuis de l’éprouvette pour ne pas
négliger leur participation dans le calcul du champ de déplacement u1, tout comme
la modélisation des surfaces de contact du montage de ﬂexion trois points. Aussi, les
simulations eﬀectuées montrent la forte dépendance des résultats vis-à-vis de la qualité
de l’application du chargement associé à la prise en compte du montage de ﬂexion
trois points. Ces évolutions de la modélisation initiale permettent d’être plus proche des
conditions expérimentales, mais peuvent ne pas être cohérentes avec les hypothèses dans
lesquelles la résolution analytique du problème est eﬀectuée. Ainsi il semble important de
conserver les résultats des deux modélisations aﬁn de confronter les données analytiques
aux mesures expérimentales. La pertinence des résultats numériques fournis est analysée
dans le chapitre 5 dans le but de justiﬁer la modélisation adoptée et d’en déterminer
les limites. Les résultats des simulations numériques eﬀectuées sont très utiles pour
appréhender le développement de la méthode expérimentale qui est développée pour la
visualisation des eﬀets du cisaillement transverse, entre autre pour la conception et le
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dimensionnement du système de chargement des éprouvettes.
Le chapitre suivant aborde la troisième et dernière source de résultats qui sera
étudiée dans ce travail, la méthode de mesure volumique. En eﬀet, le protocole et les
développements eﬀectués sont exposés en détail pour répondre aux diﬀérentes problé-
matiques de cette étude dans le cadre d’un essai de ﬂexion trois points in situ.
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4.1 Problématiques
Un des principaux objectifs de ce travail étant l’observation expérimentale des
eﬀets du cisaillement transverse dans les structures composites, une expérimentation
spéciﬁque est proposée dans ce chapitre. L’analyse des diﬀérentes problématiques liées
aux matériaux ainsi qu’aux techniques de mesure retenues permet la déﬁnition du cahier
des charges. Un système de chargement in situ ainsi qu’un montage d’essai sont déve-
loppés pour permettre la réalisation de l’essai de ﬂexion trois points dans la chambre
d’un µ-tomographe à rayons X. Le protocole de test proposé permet l’acquisition des
diﬀérents états de déformation nécessaires aux calculs de corrélation volumique qui nous
permettent d’accéder aux valeurs de déplacement, et donc au gauchissement dans la
structure (Brault et al., 2013).
4.1 Problématiques
L’analyse du phénomène de gauchissement des sections dans les matériaux com-
posites est abordée par la voie expérimentale dans le but de faire la mesure de données
dans le volume des structures. La tomographie par rayons X ainsi que la corrélation volu-
mique sont alors utilisées pour permettre l’acquisition des déplacements dans l’ensemble
de la structure pour étudier le gauchissement. Ce chapitre détaille le développement de
la méthode d’essai proposée pour ces analyses.
Le principal objectif de la méthode d’essai proposée est de permettre l’acquisition
de données cinématiques (déplacements 3D) pour une éprouvette sollicitée en ﬂexion
trois points. La particularité de cet essai est l’environnement du µ-tomographe à rayons
X dans lequel les tests, et donc les mesures, doivent être eﬀectués.
D’après ce qui a été exposé aux chapitres précédents, diﬀérents types de problé-
matiques sont à traiter pour développer la méthode d’essai permettant la visualisation
du gauchissement. Celles-ci peuvent être décomposées en deux catégories :
1. Problématiques liées au gauchissement de l’éprouvette :
– choix du matériau de l’éprouvette
– géométrie de l’éprouvette
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2. Problématiques liées à la méthode de mesure :
– conception du système de chargement
– instrumentation de l’essai
– insertion de marqueurs de contraste pour la corrélation d’images
Les paragraphes suivants détaillent le traitement de ces problématiques dans le but
d’obtenir une méthode d’essai ﬁable.
4.2 Protocole
Un protocole de test est proposé pour décomposer les diﬀérentes étapes de l’essai,
à partir de la mise en place de l’éprouvette et jusqu’à l’obtention des résultats issus de
la corrélation volumique. Celui-ci est présenté en ﬁgure 4.2.1.
Cinq phases de travail peuvent être identiﬁées dans la réalisation de ces essais :
– a) La première concerne le montage de l’ensemble des composants nécessaires
au chargement et à la mesure. Cet ensemble est installé à l’intérieur du µ-
tomographe à rayons X.
– b) La seconde phase est l’initialisation de toutes les données enregistrées et
analysées. Cela concerne donc les capteurs de charge et de déplacement propre
au montage. Le suivi de l’essai se fait de manière relative à cette initialisation
jusqu’au démontage de l’éprouvette en ﬁn d’essai.
– c) La troisième phase est la partie la plus importante du test : l’acquisition par
tomographie du volume étudié. A un pas de charge donné, une acquisition est
lancée via le µ-tomographe, de manière à récupérer les informations volumiques
propres à l’état de la structure à l’instant t. Une série de radiographies est en-
registrée à diﬀérentes positions angulaires de l’ensemble [Montage+Éprouvette]
sur 360◦. Elle permet d’avoir accès aux informations dans l’intégralité du volume
enregistré en limitant la présence de bruit de mesure et en assurant une bonne
précision. Comme le montre la ﬁgure 4.2.1, une acquisition tomographique est
réalisée pour un état de déformation constant de la structure. Si X représente un
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Figure 4.2.1: Protocole de l’essai de ﬂexion trois points in situ
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état de charge de la structure, une transformation mécanique Ø(X) est appliquée
entre chaque état mesuré.
– d) Suite à l’acquisition des radiographies, une phase de reconstruction est eﬀec-
tuée pour transformer les informations et reconstruire le volume tomographique
dans lequel seront extraites les coupes utilisées pour les calculs par corrélation
volumique. Des mesures complémentaires de traitement du bruit et de calibrage,
nécessaires à la détermination des paramètres géométriques de l’acquisition uti-
lisés pour la reconstruction, sont réalisées durant le test. Cette reconstruction est
faite en accord avec les principes mathématiques, implémentés dans le logiciel
commercial DigiXCT 3.0.3, dédié à cette activité.
– e) La cinquième et dernière phase consiste à calculer le champ de déplacement
dans le volume par la méthode de corrélation volumique. L’algorithme utilisé
dans ces travaux est celui implémenté dans le logiciel CorrelV ol de l’Institut
Pprime 1. Chaque état de charge est donc traité par corrélation volumique, pour
déterminer les valeurs de déplacement par rapport à l’état initial.
4.3 Éprouvettes
La déﬁnition des éprouvettes est très importante pour la réussite des essais. En
eﬀet, en fonction de la géométrie et des propriétés mécaniques de celles-ci, l’amplitude
du phénomène de gauchissement est plus ou moins grande. Ainsi, pour observer le phé-
nomène, le choix des dimensions géométriques et du matériau est eﬀectué de manière à
obtenir un gauchissement maximum durant l’essai de ﬂexion. Le gauchissement est carac-
térisé par le terme Sct détaillé dans l’expression 2.2.1 du paragraphe 2.2. Cette expression
associe les propriétés mécaniques et géométriques de la structure étudiée au phénomène
de gauchissement. Ainsi plus les rapports E11
G13
et h
l
sont grands, plus les contraintes de
cisaillement transverses sont grandes et plus le gauchissement sera important.
1. http ://www.pprime.fr/ ?q=fr/recherche-scientifique/d3/photomecanique
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L(mm) l(mm) h(mm) h
l
10 5 5 1
50 25 20 0,8
60 30 20 0,7
100 50 30 0,6
80 40 20 0,5
100 50 20 0,4
40 20 5 0,3
Tableau 4.1: Conﬁgurations géométriques des éprouvettes
4.3.1 Géométrie
En accord avec la déﬁnition du terme Sct, une étude des diﬀérentes possibilités
de géométrie de l’éprouvette à utiliser pour l’essai de ﬂexion a été eﬀectuée. En eﬀet,
le choix de la longueur de l’éprouvette et de son épaisseur doit être fait pour permettre
aux conditions d’essai de maximiser l’amplitude du cisaillement transverse. Néanmoins,
ces dimensions doivent également correspondre aux contraintes liées à la capacité limite
de chargement disponible, égale à 6kN, d’encombrement de l’environnement du test et
également de la valeur de résolution de la mesure qu’il sera possible d’atteindre.
Comme l’indique le tableau 4.1, un choix pertinent pour le design des éprouvettes
correspond à une longueur totale de 50mm et une hauteur de 20mm. Le rapport h
l
cor-
respondant est égal à 0, 8, ce qui favorise la présence de gauchissement. Des simulations
numériques ont permis d’anticiper sur la valeur de chargement nécessaire à l’utilisation
de cette géométrie (≤ 6kN), en correspondance avec le vérin retenu. La distance entre
appuis qui sera alors utilisée sera de 25mm, ce qui devra permettre une amplitude in-
téressante du gauchissement des sections par la sollicitation de cisaillement engendrée
dans le plan (1, 3). La ﬁgure 4.3.1 illustre les dimensions retenues pour la conception des
éprouvettes.
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Figure 4.3.1: Dimensions des éprouvettes composites
4.3.2 Matériaux
Le choix du matériau a également un rôle fort dans la réussite de la visualisa-
tion du gauchissement des sections composites. La déﬁnition du facteur de cisaillement
transverse indique que l’augmentation du rapport E11
G13
implique l’augmentation de ma-
nière linéaire de la valeur du facteur Sct (expression 2.2.1). Ainsi, l’inﬂuence du choix
de la ﬁbre et de l’armature des renforts utilisés pour la fabrication des éprouvettes est
très signiﬁcative. Le tableau 4.2 présente les propriétés matériaux de plusieurs renforts
envisagés pour l’étude.
En observant les valeurs E11
G13
, on s’aperçoit, d’une part, que pour toutes natures
de ﬁbres, les armatures unidirectionnelles (UD) ainsi qu’un drapage à 0° doivent être
privilégiés pour observer le gauchissement. D’autre part, les ﬁbres de carbone sont natu-
rellement rigides et anisotropes, contrairement aux autres ﬁbres, ce qui peut être identiﬁé
dans le tableau 4.2 en observant la position des valeurs issues des orientations 0◦ et 90◦.
Ces ﬁbres sont intéressantes pour favoriser l’amplitude des contraintes de cisaillement
transverse. Ce tableau permet également de justiﬁer que les ﬁbres de verre, aramide et les
ﬁbres naturelles (lin ou chanvre) présentées ne possèdent pas les propriétés mécaniques
suﬃsantes pour cette étude. Ainsi, la valeur du rapport E11
G13
≥ 40 apparaît comme un
critère cohérent avec la visualisation du gauchissement des sections.
D’après cette analyse, deux couples de ﬁbres/résines ont été utilisés pour ces tra-
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Fibre Résine Armature Orientation E11(GPa) G13(GPa) E11G13
Carbone (M55J) Epoxy UD 0° 340 1,2 283,3
Carbone (K637) Epoxy UD 0° 302 1,2 251,7
Carbone (T700) Epoxy UD 0° 140 3,5 40
Aramide Epoxy UD 0° 70 2,1 33,3
Carbone PEEK UD 0° 147,5 5,5 26,8
Carbone Epoxy Tissu 0° 62 3,5 17,7
Verre S Epoxy UD 0° 47,6 4,7 10,1
Verre E Epoxy UD 0° 25,4 3,7 6,9
Verre Epoxy Tissu 0° 26,4 4,4 6,0
Chanvre Epoxy UD 0° 35 8 4,4
Lin Epoxy Mat / 6 1,5 4,0
Chanvre Epoxy Mat / 5,7 1,5 3,8
Verre PP UD 90° 9,5 3,5 2,7
Verre Epoxy UD 90° 12,7 4,7 2,7
Carbone Epoxy UD 90° 8,5 3,8 2,2
Carbone PEEK UD 90° 8,8 5,5 1,6
Tableau 4.2: Propriétés mécaniques des renforts composites
vaux :
– Fibre T700 et résine epoxy 4090, E11
G13
= 40 (carbone HR)
– Fibre M55J et résine epoxy M18, E11
G13
= 283, 3 (carbone THM)
4.3.3 Marqueurs
La corrélation volumique a besoin d’images contenant une distribution 3D aléa-
toire de niveaux de gris. Cette distribution est liée au contraste qui, en tomographie
par rayons X, sera créé par les variations locales de densité dans l’échantillon observé.
L’utilisation des méthodes volumiques de tomographie par rayons X et de corrélation
volumique, dans les matériaux présentant une densité homogène aux rayons X, entraîne
l’utilisation de marqueurs à intégrer dans la structure de manière à créer des variations
volumiques de densité. En eﬀet, ceux-ci sont indispensables pour créer du contraste dans
les images issues de la µ-tomographie. La visualisation des marqueurs dans la structure
permet de construire un motif volumique proche du mouchetis, habituellement utilisé
pour l’exploitation des images liées à la corrélation ou à la stéréo-corrélation d’images
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numériques (Bornert et al., 2009).
L’intégration de marqueurs de densité a déjà été étudiée dans des études de méca-
nique expérimentale utilisant les méthodes volumiques (Germaneau, 2007). Ces travaux
ont permis de déﬁnir le type et la taille des particules métalliques à utiliser pour cette
étude. Ainsi, les marqueurs utilisés pour la réalisation des éprouvettes sont des particules
de cuivre, dont la taille est calibrée à 150µm. Celles-ci sont réparties aléatoirement entre
les plis de carbone lors de l’élaboration du matériau de manière à construire le mouchetis
volumique de la structure étudiée. Néanmoins, leur répartition dans l’épaisseur se fait
en cohérence avec la résolution spatiale de mesure, égale à 52µm dans notre étude du
fait de la taille des éprouvettes et avec la taille du domaine de corrélation choisi qui
est de 31voxels3. Celui-ci correspond à la zone géométrique discrétisée de l’échantillon
dans lequel la corrélation de chaque point mesuré est réalisée. Cette taille de domaine
est justiﬁée par des études antérieures, utilisant le même type de marqueurs métal-
liques (Germaneau et al., 2007). En tenant compte de l’épaisseur des plis (0, 1mm), de
la méthode de drapage des éprouvettes et de l’insertion des particules entre chaque pli,
on est donc sûr d’avoir au moins trois particules dans chaque domaine de corrélation.
L’étude des propriétés mécaniques des matériaux avec insertion des marqueurs présen-
tée au paragraphe 3.2, a permis de démontrer le fait que les particules ont une inﬂuence
négligeable sur le comportement mécanique global du matériau étudié et permet de jus-
tiﬁer leur utilisation pour cette méthode de test, pour un faible pourcentage massique
de marqueurs, inférieur à 2%.
4.3.4 Réalisation
La fabrication des éprouvettes est réalisée en utilisant un procédé de fabrication
pré-imprégné bien connu dans l’industrie composite (Gay, 2005). La matière première se
présente sous la forme de nappes de ﬁbres pré-imprégnées de résine à l’état pégueux qui
lui permet d’adhérer aux renforts tout en conservant des propriétés intéressantes pour
la mise en forme et la liaison aux autres plis.
Le procédé de fabrication consiste à superposer les diﬀérents plis de la structure
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Figure 4.3.2: Réalisation des éprouvettes composites par le procédé pré-imprégné
Paramètres T700/4090 M55J/M18
Température de polymérisation 150°C 180°C
Temps de polymérisation 90min 120min
Vitesse de montée en température 3°C/min 2°C/min
Pression de compactage 7bars 7bars
Niveau de vide 0, 9bar 0, 9bar
Nombre de plis 10 40
Plis avec insertion de particules 1/1 1/4
Tableau 4.3: Conditions de fabrication des éprouvettes composites
composite aﬁn d’obtenir l’épaisseur souhaitée. Dans le cadre de ces travaux, il est proposé
d’insérer entre les plis de la poudre de cuivre, comme explicité dans le paragraphe 4.3.3,
pour rendre ces éprouvettes compatibles avec les moyens de mesure.
Le drapage des plis est eﬀectué sur une plaque d’aluminium constituant le moule
de fabrication. Un cadre rigide est utilisé autour du stratiﬁé pour calibrer l’épaisseur de
la plaque durant la polymérisation de la résine, réalisée à l’aide d’une presse chauﬀante
mise à disposition par l’entreprise Nimitech Études. Les éprouvettes sont détourées par
usinage mécanique dans une plaque de composite carbone/epoxy fabriquée par le procédé
décrit ci-dessus.
La ﬁgure 4.3.2 décrit le procédé de réalisation des plaques composites.
Les conditions de polymérisation des plaques composites réalisées avec les deux
matériaux sélectionnés sont détaillées dans le tableau 4.3.
Le choix du procédé pré-imprégné est justiﬁé par sa facilité de mise en œuvre, no-
tamment pour l’insertion des particules de cuivre. L’utilisation de procédés plus manuels
comme le moulage au contact est également envisageable pour réaliser ces éprouvettes.
99
Chapitre 4 Approche expérimentale pour l’étude du cisaillement transverse
Figure 4.3.3: Réalisation d’une plaque de carbone/epoxy avec particules de cuivre par
le procédé pré-imprégné
Néanmoins, la qualité des plaques obtenues est habituellement moins bonne en termes
de taux de ﬁbre et de taux de porosité. Aussi, la répétabilité liée à ce procédé n’est pas
suﬃsante pour eﬀectuer une analyse approfondie de la structure étudiée.
D’autre part, des procédés plus performants que le pré-imprégné, par la voie li-
quide tels que le procédé LRI (Liquid Resin Infusion) ou RTM (Resin Transfer Molding)
sont également intéressants pour obtenir des composites de grande qualité. En revanche,
l’utilisation de particules dans la fabrication est peu compatible avec ces méthodes d’ob-
tention. Cela est lié à l’augmentation signiﬁcative de la viscosité de la résine à injecter en
présence de charges (marqueurs métalliques), ayant pour conséquences un paramétrage
plus compliqué à déterminer pour obtenir de bonnes performances ainsi que l’augmen-
tation du coût de fabrication engendré par la complexité des outillages et les produits
d’environnement à mettre en œuvre. La ﬁgure 4.3.3 illustre la fabrication des plaques
dans lesquelles sont prélevées les éprouvettes.
4.4 Machine d’essai
Le dispositif de chargement est un point important du développement de la mé-
thode expérimentale. Le choix de la technologie et de sa capacité permettront de déﬁnir
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Figure 4.4.1: Schéma de principe du système de chargement
les valeurs extrêmes des essais réalisés, en chargement et en déplacement de ﬂexion. La
conception du dispositif de chargement doit également tenir compte des contraintes liées
à son implantation dans la chambre du µ-tomographe dans lequel tous les tests seront ef-
fectués. Le volume utilisable dans la chambre du µ-tomographe est de 1000x1000x800mm3
avec un poids maximum de 13kg sur sa platine tournante. Une recherche de référence de
vérins pouvant être mis en œuvre pour le chargement induit une charge limite de 6kN
du fait du poids des équipements.
4.4.1 Solution technique
La ﬁgure 4.4.1 présente le principe proposé pour le système de chargement.
Le principe technologique retenu pour la conception de cet équipement est le sui-
vant : l’éprouvette ainsi que les appuis utilisés pour la ﬂexion trois points sont intégrés à
l’intérieur d’une structure tubulaire. La forme tubulaire est choisie pour bénéﬁcier d’une
atténuation constante du faisceau rayons X, quel que soit l’angle de rotation de la pla-
tine du tomographe. Cette structure tubulaire assure trois fonctions essentielles : réaliser
l’interface de l’ensemble avec la platine du µ-tomographe de manière démontable, sup-
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porter le vérin de chargement, et reprendre les eﬀorts de réaction durant le chargement
de l’éprouvette. La partie tubulaire de l’assemblage doit permettre une transmission par-
faite des rayons X à travers la structure composite ce qui impose le choix d’un matériau
radio-transparent pour sa constitution aﬁn ne pas générer du bruit de mesure et une
atténuation parasite de l’intensité des rayons X traversant l’éprouvette. Dans ce sens, le
tube sera constitué de deux parties en acier aux extrémités pour résister aux diﬀérents
eﬀorts tandis que la partie centrale, autour de l’éprouvette est réalisée en PMMA, maté-
riau peu rigide mais avec des propriétés intéressantes vis-à-vis de l’utilisation des rayons
X.
L’assemblage des parties acier et PMMA est réalisé par collage, en utilisant un
adhésif epoxy ayant une forte résistance au cisaillement.
Le chargement est réalisé par l’intermédiaire d’un vérin électrique ﬁxé sur la partie
supérieure du tube, dont la tige vient au contact de l’éprouvette.
La distance entre appuis du montage de ﬂexion correspond donc à celle prescrite
dans le tableau 4.1. Le diamètre des rouleaux est ﬁxé à 10mm pour les trois appuis de
ﬂexion. L’objectif de l’essai est également de pouvoir analyser l’évolution du gauchisse-
ment dans l’éprouvette en fonction de la charge de ﬂexion appliquée par le vérin.
Le conception complète du montage d’essai in situ est présentée en ﬁgure 4.4.2.
4.4.2 Dimensionnement
Le point critique de cette conception est le juste dimensionnement du tube qui
constitue le bâti de la machine d’essai. Celui-ci est soumis à plusieurs eﬀorts :
– Le poids du vérin électrique
– Les eﬀorts de ﬁxation au vérin et à la platine du µ-tomographe
– Les eﬀorts de réaction engendrés par le chargement de ﬂexion imposé à la struc-
ture composite
Dans le cadre de cette étude, il est considéré que les eﬀorts de réaction sont dimen-
sionnants pour la conception du tube. En eﬀet, compte tenu des propriétés mécaniques
utilisées pour la réalisation des éprouvettes et de l’amplitude minimum des déplacements
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Figure 4.4.2: Conception du montage de chargement in situ pour la réalisation d’essai
de ﬂexion trois points
longitudinaux u1(x) souhaitée, les modèles numériques ont permis de déterminer que les
eﬀorts de ﬂexion à imposer sont inférieurs à 5kN. D’autre part, pour la réussite des
calculs de corrélation volumique, il est souhaitable que cet assemblage se déforme le
moins possible entre les diﬀérents paliers de chargement de manière à limiter d’éventuels
déplacements qui seront alors engendrés durant la ﬂexion de l’éprouvette. Le critère
de contrainte maximale admissible dans la zone radio-transparente pour le dimension-
nement du tube est ﬁxé à 12MPa, d’après les propriétés mécaniques admissibles du
PMMA.
Une étude par éléments ﬁnis a permis de déterminer l’épaisseur des parties en acier
pour résister à un chargement de 12kN, celle-ci est égale à 2mm, tandis que celle de la
zone en PMMA possède une épaisseur égale à 5mm.
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Figure 4.4.3: Tube acier-PMMA-acier du dispositif de chargement in situ ainsi que le
résultat du dimensionnement pour un chargement de traction de 12kN
Le concept du dispositif est présenté en ﬁgure 4.4.3, accompagné du résultat de
dimensionnement du tube calculé par éléments ﬁnis, pour un chargement de 12kN.
4.5 Suivi des essais et pilotage
Plusieurs types de grandeurs physiques sont à mesurer en temps réel pour le suivi
et l’exploitation des essais de ﬂexion trois points. Le chargement se caractérise par un
incrément constant de déplacement de la tige du vérin ayant pour conséquence d’accen-
tuer la ﬂexion imposée à l’éprouvette, et donc d’augmenter les contraintes de cisaillement
transverse provoquant le gauchissement. La méthode d’essai prend en compte l’instru-
mentation du dispositif pour suivre ce chargement.
4.5.1 Application de la charge
Deux grandeurs physiques sont mesurées en continu durant les tests :
– la charge en bout de tige de vérin, correspondant à une mesure du chargement
de ﬂexion imposé à l’éprouvette,
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Figure 4.5.1: Capteur d’eﬀort de capacité 20kN
– le déplacement relatif de la tige du vérin, permettant d’appliquer un déplacement
de ﬂexion constant et contrôlé à chaque pas de charge
Une instrumentation spéciﬁque à ces deux grandeurs est donc à prévoir dans le dévelop-
pement du montage d’essai.
4.5.2 Instrumentation
En ce qui concerne le déplacement de ﬂexion, celui-ci est contrôlé et mesuré par le
logiciel de pilotage du vérin électrique avec une précision de 0, 01mm. Il est donc utilisé
pour initialiser la position de l’appui supérieur au début du test, puis pour imposer un
chargement de ﬂexion pas à pas, entre chaque analyse tomographique de la structure
composite. Celui-ci est eﬀectué par pas de 0, 3mm maximum.
La charge induite par cette ﬂexion est enregistrée par l’intermédiaire d’un capteur
d’eﬀort à jauge de déformation fonctionnant en compression. Sa capacité nominale est
de 20kN, étalonnée pour une précision de 0, 5%. Ce capteur est présenté en ﬁgure 4.5.1.
Pour illustrer l’ensemble de cette étude sur le système de chargement, la ﬁgure
4.5.2 présente le dispositif complet en conditions d’essais.
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Figure 4.5.2: Photographie du système de chargement in situ développé pour les essais
de ﬂexion trois points
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4.6 La tomographie par rayons X
Comme cela a été présenté au paragraphe 1.2.4 du chapitre 1, la tomographie
par rayons X apparaît comme la méthode d’acquisition volumique la plus adaptée à
l’analyse des déplacements internes aux structures composites. Basée sur l’absorption
des rayons X, l’hétérogénéité locale permet une visualisation et une exploitation des
variations de valeurs de niveaux de gris propres aux images volumiques. Les paragraphes
suivants proposent une description du principe physique de la tomographie ainsi que les
diﬀérentes étapes faisant suite à l’acquisition pour l’exploitation des images.
4.6.1 Principe physique
La tomographie par rayons X est basée sur l’émission et la réception d’un faisceau
de photons X à travers un échantillon de matière, homogène ou hétérogène. L’interaction
du faisceau émis avec le matériau entraîne la décomposition de l’énergie du faisceau en
trois parties :
– Une partie absorbée par le matériau de l’échantillon
– Une partie dispersée autour du l’échantillon
– Une partie transmise au détecteur
C’est cette dernière partie du faisceau qui est exploitée pour réaliser une mesure to-
mographique. En eﬀet, en fonction des matériaux, l’intensité du faisceau transmis au
détecteur est diﬀérente, et est directement liée à la densité locale de la matière. La
quantité de photons X absorbée par le matériau dépend en fait du coeﬃcient linéique
d’atténuation, intrinsèque au matériau, proportionnel à la densité d de celui-ci. Ainsi
plus le matériau est dense, plus le coeﬃcient µ est important, plus l’intensité du faisceau
transmis est faible. Un rayonnement monochromatique permet d’obtenir une cartogra-
phie quantitative du coeﬃcient d’atténuation linéique µ pour une énergie donnée. La
mesure d’atténuation des rayons consiste à mesurer une variation d’intensité c’est-à-dire
le nombre de photons émis par la source et transmis à travers l’échantillon. Dans le
cas d’un matériau homogène, étudié avec un faisceau de rayons parallèles monochroma-
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Figure 4.6.1: Atténuation du faisceau de rayons d’après la loi de Beer-Lambert
tiques, ce principe d’atténuation est décrit par la loi de Beer-Lambert suivante (Baruchel
et al., 2000; Grangeat, 2002) :
N = N0  exp
(ˆ
µ(xi, y)dy
)
(4.6.1)
oùN0 etN sont respectivement les intensités de faisceau initial et transmis. µ(xi, y)
représente le coeﬃcient d’atténuation local (coordonnées(x, y)) du matériau. Dans le cas
d’un matériau hétérogène, présentant des diﬀérences de densité, l’expression 4.6.1 devient
alors :
N = N0  exp
(ˆ n∑
k=1
µ(xi, y)dy
)
(4.6.2)
avec k correspondant aux diﬀérents matériaux traversés par le faisceau, traduisant une
atténuation diﬀérente en fonction des diﬀérences de densité.
Ce principe physique est schématisé par la ﬁgure 4.6.1.
Dans une conﬁguration géométrique donnée, ce principe permet alors de récupérer
une cartographie 2D des densités locales enregistrées, appelée projection. Il est théori-
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Figure 4.6.2: Principe de fonctionnement de la mesure par tomographie par rayons X
quement possible d’obtenir une inﬁnité de projections, en modiﬁant l’angle de position-
nement de l’échantillon par rapport à l’axe de transmission, caractérisé par l’alignement
de la source des rayons X et du détecteur. L’ensemble des projections permet alors de
reconstituer l’information densimétrique dans le volume de l’échantillon. Le principe de
mesure par tomographie est illustré par la ﬁgure 4.6.2.
4.6.2 Matériel de mesure
Sur la base du principe de mesure détaillé dans le paragraphe précédent, diﬀérentes
catégories de matériels ont vu le jour pour eﬀectuer des mesures tomographiques. Ces
équipements diﬀèrent de par leur conception en fonction de la nature des objets mesurés
et de leur applications. Deux conceptions peuvent principalement être identiﬁées. La pre-
mière décrite par la ﬁgure 4.6.2, où l’échantillon est positionné sur une platine tournante,
toujours dans l’alignement source-détecteur. Les diﬀérentes projections nécessaires à la
reconstruction sont alors obtenues par rotations successives de l’échantillon. Ce premier
type de matériel se retrouve pour les applications tomographiques de laboratoire ainsi
que dans l’industrie pour le contrôle non destructif de pièces ou sous-ensembles, jusqu’à
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de grandes dimensions. La résolution spatiale de ces équipements peut être très inté-
ressante, jusqu’à quelques µm de taille de voxel. La deuxième catégorie de tomographe
consiste à conserver une position ﬁxe de l’objet mesuré, l’axe source-détecteur est alors
mis en rotation à l’intérieur d’un anneau, autour de l’échantillon pour obtenir la série
de projections. Les dernières générations de tomographes médicaux utilisent une série
périphérique de détecteur, à l’intérieur duquel tourne la source. Les applications liées
à cette conception sont majoritairement issues du domaine médical pour les examens
radiographiques sur le corps humain où les temps d’acquisition sont très courts (de
quelques secondes à quelques minutes). Néanmoins, certains examens non destructifs
sur des pièces industrielles sont très adaptés à cette utilisation, dans le cas de pièces
élancées ou de grandes dimensions. La taille de voxel généralement constatée sur ce type
d’équipement est supérieure à celle des tomographes avec platine tournante, de l’ordre
de 0, 05mm. Une autre catégorie de tomographe peut être citée, il s’agit de la tomogra-
phie par rayonnement synchrotron. La particularité de cette méthode est d’utiliser un
faisceau de photons X créé par un rayonnement synchrotron généré à l’intérieur d’un
anneau d’accélération d’électrons. Celui-ci est dévié dans une ligne de lumière dédiée à
une mesure spéciﬁque pour émettre la source de photons X permettant de réaliser des
mesures par micro-tomographie. Aussi, on notera la caractéristique de forme du faisceau
émis, qui est parallèle, polychromatique ou monochromatique, alors que le faisceau est
conique dans le cas de l’utilisation d’un tomographe classique. Parmi les systèmes de
tomographie synchrotron présents en France, on citera notamment la ligne ID19 du syn-
chrotron de l’ESRF de Grenoble, qui a permis la réalisation de nombreuses applications
de tomographie en mécanique présentes dans la littérature (Lenoir et al., 2007; Bornert
et al., 2004; Latil et al., 2011; Carmona, 2009; Youssef, 2004), ainsi que le synchrotron
SOLEIL installé à Saint-Aubin (Essonne, France). L’avantage de cette technologie est
la possibilité de réaliser des mesures avec une très grande performance en résolution
spatiale, inférieure à 0, 5µm/voxel (Salvo et al., 2010).
Dans le cadre de cette étude, le tomographe utilisé est celui de l’Université de
Poitiers. Il s’agit d’un micro-tomographe de laboratoire Viscom X8050, fonctionnant
avec le principe de la platine tournante.
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Figure 4.6.3: Diﬀérents types d’équipements pour la tomographie par rayons X, a)
Échantillon mobile ; b) Échantillon ﬁxe
Caractéristiques Valeur
Tension (kV) 10 à 160
Intensité max (mA) 0 à 3
Puissance max (W) 320
Nature du ﬁlament Tungstène
Taille de spot (µm) 5
Résolution spatiale max (µm) 2
Distance source/objet mini (mm) 4,1
Tableau 4.4: Caractéristiques du tomographe Viscom X8050 de l’Université de Poitiers
Le tableau 4.4 résume les principales caractéristiques de cet équipement.
4.6.3 Reconstruction des images volumiques
A partir de toutes les projections acquises, représentant une cartographie 2D de la
densité dans de multiples positions, il est nécessaire de procéder à un traitement mathé-
matique pour eﬀectuer la reconstruction volumique de l’objet. Chaque projection est en
réalité une image en niveaux de gris, dont la valeur de gris de chaque pixel dépend de
l’atténuation moyenne rencontrée. Diﬀérents types d’algorithmes existent pour eﬀectuer
la reconstruction de volume à partir de données tomographiques, ils peuvent être classés
en deux grandes catégories :
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– la reconstruction par méthodes analytiques
– la reconstruction par méthodes algébriques
Dans le cas des méthodes analytiques, la représentation du problème est continue. Le
principe de reconstruction fait appel au lien entre les transformées de Fourier de la
projection et de l’image traduite par la formule d’inversion de la transformée de Radon.
En considérant un point M(x, y), déﬁni sur la ﬁgure 4.6.4, appartenant au domaine
reconstruit et à un plan de coupe (dont le coeﬃcient d’atténuation s’écrit µ(M(x, y))),
ainsi qu’un repère (O, u, v) déﬁnissant une direction de projection (équivalente à une
direction de faisceau) par rapport au repère général (O, x, y) par un angle θ entre les
directions (O, x) et (O, u), on peut déﬁnir R [µ(θ, u)] comme les intégrales issues des
valeurs de projection dans la direction (O, v) le long d’une parallèle à (O, u) passant
par M , qui est donc fonction de l’angle θ de projection. Ce principe est décrit par la
transformation de Radon donnée dans l’expression 4.6.3 et schématisée par la ﬁgure
4.6.4. Cette méthode permet d’estimer la valeur des atténuations µ(M(x, y)), dans les
diﬀérents plans de projection, à partir des données R [µ(θ, u)], issues des projections.
R [µ(θ, u)] = p(u) =
ˆ
M∈D(,p)
µ(M)dM =
ˆ +∞
−∞
µ(u ·cosθ−v ·sinθ, u ·sinθ+v ·cosθ)dv
(4.6.3)
Le problème de reconstruction est de déterminer µ(M(x, y)) en tout point de l’es-
pace à partir d’un ensemble de mesures de projection. La mesure du volume consiste
à déterminer l’image donnée par la transformée de Radon des µ(M(x, y)). Celle-ci est
inversée par rétroprojection ﬁltrée pour obtenir une image tomographique. Le principe
de rétroprojection consiste à attribuer la valeur p(u) à tout point placé sur le rayon
de projection ayant donné cette valeur, puis à sommer toutes les contributions issues
des diﬀérentes projections (Laurent, 1996). Cette reconstruction n’étant pas strictement
exacte, une ampliﬁcation des fréquences hautes est faite par ﬁltrage de manière à per-
mettre une meilleure exploitation du signal. Cette méthode est largement employée dans
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Figure 4.6.4: Projection sur le principe de la transformation de Radon
les diﬀérents logiciels de reconstruction utilisés dans l’industrie et dans les laboratoires.
Le logiciel DigiXCT, utilisé dans le cadre de cette étude, repose sur ce principe de trai-
tement des données issues du µ-tomographe.
Les méthodes algébriques ou itératives, proposent une approche diﬀérente pour
eﬀectuer la reconstruction des volumes. Datant des années 1990, ces techniques proposent
une représentation discrète du problème, où la valeur de chaque voxel est une inconnue
d’un système mathématique linéaire. La reconstruction itérative consiste à déterminer
la valeur de reconstruction f connaissant la valeur de la projection p et de l’opérateur
de projection R, dans le système 4.6.4 suivant :
p = R  f (4.6.4)
Ce système se développe donc en autant d’équations linéaires que de voxels à déterminer
pour la reconstruction qu’il est possible d’exprimer sous forme matricielle, tel que décrit
par l’expression 4.6.5 :
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Figure 4.6.5: Principe d’un algorithme de reconstruction itératif
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(4.6.5)
La résolution itérative pour la reconstruction consiste alors à déterminer f per-
mettant de minimiser la distance d = (p,R  f) pour chaque voxel du volume. L’aspect
itératif étant la correction de fi par un coeﬃcient de correction ci permettant de se
rapprocher de la solution où d est minimum. La ﬁgure 4.6.5 présente la démarche de
reconstruction itérative.
Parmi ces algorithmes, on citera les plus couramment rencontrés :
– ART : Algebraic Reconstruction Technique
– MART : Multiplicative Algebraic Reconstruction Technique
– SART : Simultaneous Algebraic Reconstruction Technique
114
4.6 La tomographie par rayons X
L’avantage des ces méthodes de reconstruction est qu’elles ne nécessitent pas obliga-
toirement l’intégralité des projections pour arriver à reconstruire le volume, à l’inverse
des méthodes analytiques, ce qui permet de réduire le temps d’acquisition de manière
signiﬁcative. Néanmoins étant basées sur une approche itérative, ces techniques sont
relativement lourdes en temps de calculs et nécessitent des ressources matérielles impor-
tantes.
4.6.4 Bruits de mesure et artéfacts
Quelle que soit la technique de reconstruction utilisée pour passer de l’acquisition à
une image tomographique en niveaux de gris, le résultat obtenu n’est jamais strictement
parfait. En eﬀet, divers travaux ont mis en évidence la présence de défauts dans le
volume reconstruit qui peuvent être source de diﬃcultés pour l’exploitation des images.
Parmi eux, il existe des défauts dus à la mesure par le matériel de tomographie, et
des défauts imputables à la phase de reconstruction des volumes, appelés artéfacts de
reconstruction. Ce paragraphe propose de citer quelques défauts rencontrés ainsi que les
méthodes employées pour limiter leur inﬂuence sur l’analyse de ces données.
En premier lieu, comme toute technique de mesure, la tomographie par rayons
X est soumise à une erreur systématique engendrée par le matériel de mesure. Dans le
cadre de l’utilisation d’un tomographe ou d’un µ-tomographe, le bruit de mesure associé
au matériel est de deux natures :
– le bruit induit par la source du faisceau de rayons X
– le bruit induit par le détecteur
Celui-ci provoque l’altération des données de manière localisée et systématique. Néan-
moins, ces erreurs peuvent être ﬁltrées en réalisant des mesures complémentaires ayant
pour but de récupérer et de reconstruire uniquement le signal de bruit de la source d’une
part et du détecteur d’autre part. La ﬁltrage du bruit est alors réalisé par soustraction
des mesures de ce bruit sur le volume étudié.
Un autre type de défaut est généralement observé dans le traitement des mesures
par tomographie, il s’agit des artéfacts de reconstruction. Ils apparaissent comme des
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pixels physiquement incohérents dans les images volumiques après reconstruction. L’ap-
parition de ces artéfacts est directement liée au principe physique de la tomographie par
rayons X.
Un artéfact couramment rencontré est celui du durcissement de faisceau, l’énergie
absorbée par la matière étant dépendante de sa densité locale, l’atténuation qui déﬁ-
nit la quantité de photons transmise au détecteur doit être mesurée avec précision. Le
fait qu’une partie de cette énergie soit absorbée entraîne une augmentation de l’énergie
moyenne du faisceau et des ﬂuctuations dans l’évaluation du coeﬃcient d’atténuation
linéique locale du matériau (Loi de Beer-Lambert). Ce phénomène de durcissement de
faisceau (« beam hardening ») est très présent dans les mesures tomographiques. Il se tra-
duit par une ampliﬁcation périphérique du faisceau sur chaque radiographie enregistrée,
et visuellement par des défauts de traînées sur les coupes tomographiques obtenues, gé-
néralement sur une zone de pixels où il existe un gradient important de densité (Brabant
et al., 2012; Ramakrishna et al., 2006).
On trouve également un défaut appelé « ring artéfact ». Il est dû à des pixels dé-
faillants donnant une réponse erronée du signal par rapport aux pixels voisins. Cela
entraîne une erreur de signal sur chaque projection engendrant les eﬀets de cercles
concentriques après reconstruction, visibles sur les coupes.
Une calibration de la mesure doit être eﬀectuée pour limiter optimiser la position
du centre de rotation de l’acquisition, ce qui permet d’éviter certains artefacts et d’éviter
les eﬀets de dédoublement du signal (Germaneau, 2007). Aussi, les outils de reconstruc-
tion intègrent généralement des ﬁltres permettant de supprimer ces artéfacts pendant la
reconstruction.
4.6.5 Traitement des images
Un traitement des images est nécessaire entre la phase d’acquisition tomographique
et la reconstruction volumique de l’échantillon à étudier pour éliminer le bruit intrinsèque
à la détection. Ce bruit est retiré par un traitement numérique spéciﬁque des images
brutes (radiographies) en réalisant deux acquisitions complémentaires :
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Figure 4.6.6: Exemple d’image de « blanc » tomographique
– L’acquisition de « blanc » : elle consiste à réaliser une acquisition sur le µ-
tomographe « à blanc », c’est à dire qu’aucun milieu matériel (pouvant atténuer
la transmissions des photons X) n’est présent entre la source d’émission et leur
réception par le détecteur. La perte de signal engendrée par l’absorption des
rayons X dans un matériau est donc théoriquement nulle. Cela permet de vi-
sualiser des radiographies dans lesquelles est identiﬁable le bruit de mesure de
la source utilisée. La position géométrique du détecteur vis-à-vis de la source
à rayons X étant constante, une seule image est théoriquement nécessaire pour
récupérer le bruit de mesure du détecteur et donc le supprimer des radiographies
de l’échantillon. Ces acquisitions de « blanc » sont réalisées en conservant le tube
PMMA entre la source et le détecteur du µ-tomographe. La ﬁgure 4.6.6 montre
un exemple d’image de « blanc » :
– L’acquisition de « noir » : elle consiste à détecter le bruit dû au détecteur du µ-
tomographe à rayons X lors de l’absence d’émission du faisceau de rayons X. Les
diﬀérences de niveaux de gris qui subsistent dans les radiographies enregistrées
sont considérées comme le bruit de mesure du détecteur. L’acquisition de l’image
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Figure 4.6.7: Exemple d’image de « noir » tomographique
de « noir » se fait dans les même conditions que l’image de « blanc ». La ﬁgure
4.6.7 présente une image de « noir » enregistrée.
A partir de ces informations sur le bruit, les radiographies sont traitées pour opti-
miser la qualité des données à reconstruire en minimisant le niveau de bruit des images.
Ce travail est réalisé à l’aide de l’outil ImageJ qui permet d’eﬀectuer le traitement détaillé
dans l’équation 4.6.6. Celle-ci exprime que la valeur du niveau de gris d’un pixel traité
correspond au rapport des niveaux de gris entre d’une part la donnée brute après sous-
traction du bruit de détection, et d’autre part du bruit de la source après soustraction
du bruit de détection (Wils, 2011).
Images traite´es =
(Radiographies−Noir)
(Blanc−Noir)
(4.6.6)
La ﬁgure 4.6.8 présente des radiographies illustrant l’intérêt de ce traitement pour la
qualité de l’information qui sera utilisée pour déterminer les résultats. L’image a) cor-
respond à une radiographie de l’éprouvette dans la position angulaire 0°, l’image b)
représente la même radiographie après le traitement proposé.
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a) b)
Figure 4.6.8: Illustration du traitement d’images appliqué aux radiographies rayons X :
à gauche : Radiographie brute et à droite : Radiographie après traitement
A partir de l’ensemble des données brutes sur lesquelles le bruit a été minimisé,
la reconstruction du volume de l’éprouvette peut être eﬀectuée. La visualisation des
particules de cuivre à l’intérieur de celui-ci constitue le mouchetis volumique utilisé
pour déterminer les déplacements entre les diﬀérents états de charge par la méthode de
corrélation volumique.
4.7 La corrélation d’images volumiques
La corrélation volumique, présentée brièvement au paragraphe 1.3.4, est la mé-
thode de mesure volumique des déplacements qui a été retenue dans ce travail. Elle
permet la détermination des champs de déplacement et de déformation dans les trois
directions, à partir des acquisitions réalisées par tomographie. Les paragraphes suivants
présentent une explication détaillée relative à cette technique de mesure.
4.7.1 Principe général et discrétisation des volumes
La corrélation volumique est une technique de calcul des déplacements expérimen-
taux basée sur l’exploitation d’images volumiques, caractérisées par une série de coupes
2D le long de l’épaisseur de l’échantillon étudié. Au sein des images volumiques une
grille de points tridimensionnelle virtuelle est déﬁnie de manière identique pour tous les
états de déformation à calculer. A chaque point de cette grille est associé un domaine
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de corrélation 3D noté D, regroupant un nombre déﬁni de voxels, à partir desquels les
déplacements 3D seront recherchés. On considère une transformation matérielle φ entre
une position d’un point de la grille à l’état initial, noté X de coordonnées (X, Y, Z) et
une position du même point à état déformé, noté x de coordonnées (x, y, z)(Bay et al.,
1999; Gates et al., 2010; Germaneau et al., 2008b; Roux et al., 2008; Réthoré et al., 2008;
Lenoir et al., 2007). Chaque sous-volume D est identiﬁé individuellement par sa valeur
de niveau de gris résultant de l’acquisition volumique, en considérant une conservation de
l’intensité du faisceau permettant la transposition de l’absorption du signal en niveaux
de gris. Cette valeur est la moyenne des niveaux de gris des diﬀérents voxels présents
dans les bornes du domaine D. En DVC, l’hypothèse est faite que pour tous niveaux
de déformation, les variations des valeur des niveaux de gris de chaque sous-volume D
sont constantes, ce qui permet alors d’identiﬁer chaque domaine de corrélation dans les
diﬀérents volumes représentatifs des états mesurés (Gates et al., 2010; Verhulp et al.,
2004; Bay et al., 1999). On notera f(X) et g(x), respectivement les valeurs de niveaux
de gris de l’état initial et de l’état déformé. Ainsi, entre deux états, on doit théorique-
ment retrouver l’égalité f(X) = g(x). Le principe général de la DVC permet de résoudre
l’expression suivante :
x = φ(X) (4.7.1)
donnant la position des points de la grille après une transformation matérielle imposée
au volume. Pour cela, l’égalité des valeurs de niveaux de gris est utilisée.
Le domaine de la mécanique expérimentale étant toujours soumis à des sources
d’erreurs (acquisition, traitement de données, bruit de mesure, etc...), la technique de
DVC recherche en réalité la meilleure solution permettant de corréler un domaine après
transformation, sur la base de la minimisation des écarts entre les valeurs de niveaux
de gris, soit la minimisation de (f(X) − g(x)) pour chaque domaine D du volume de
l’échantillon étudié.
Le principe général de la DVC est représenté par la ﬁgure 4.7.1.
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Figure 4.7.1: Principe général de la corrélation d’images volumiques
L’expression des valeurs du champ de déplacement 3D U(X) = (u, v, w) peut alors
se traduire par l’expression suivante :
U(X) = x−X (4.7.2)
ce qui permet également de faire le lien avec la transformation matérielle d’après l’équa-
tion 4.7.1, tel que :
φ(X) = X + U(X) (4.7.3)
Néanmoins, la transformation matérielle entre deux états de la structure étudiée est
inconnue. De la même manière qu’en corrélation d’images numériques 2D, une approxi-
mation de cette transformation basée sur l’équation 4.7.3 est utilisée. On exprime alors
le développement limité φ0(X) au premier ordre sur un domaine D, en fonction des
variations locales de U(X), au point X0 représentant le centre de D, tel que :
φ0(X) = X + U(X0) +
∂U(X0)
∂X
(X −X0) (4.7.4)
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Cette expression permet alors de prendre en compte une transformation locale homogène
de translation ou de rotation de solide rigide plus des variations locales représentant les
déformations élastiques du domaine de corrélation D. Le choix de modélisation de la
transformation matérielle doit être fait en adéquation avec le comportement supposé
du matériau étudié. Dans le cas de ce travail, les hypothèses de petits déplacements et
de variations linéaires élastiques sont admises, ce qui permet de limiter le choix de la
transformation à l’ordre 1.
4.7.2 Corrélation volumique
Comme dans le cas de la corrélation d’images numériques 2D, le calcul des dé-
placements par corrélation volumique est basé sur l’analyse des images représentatives
des diﬀérents états de l’échantillon étudié. Dans le cas volumique, le travail de recon-
naissance des diﬀérents points de la grille est réalisé par corrélation des voxels dans les
diﬀérentes séries de coupes utilisées. Le voxel est en fait la correspondance 3D des pixels
constituant une image numérique, ayant pour caractéristiques la résolution de la mesure
déﬁnissant sa taille ainsi qu’une valeur unique de niveau de gris. Par extension dans
l’épaisseur (direction de la normale aux coupes), le voxel correspond donc à un cube
ayant la valeur de la résolution spatiale comme coté.
Le coeﬃcient de corrélation volumique C est déﬁni comme l’indicateur de per-
formance pour la reconnaissance des domaines de corrélation (donc des voxels qui les
composent), d’un volume de référence à un ou N volumes déformés. La minimisation de
ce coeﬃcient permet la détermination de la position des points de la grille ainsi que les
paramètres permettant d’expliciter la transformation matérielle par rapport à l’état de
référence, dans les diﬀérents états déformés.
On exprime le coeﬃcient de corrélation tel que (Germaneau et al., 2007) :
C = 1−


∑
x∈D
(
f(X)− fD)(g(φ(X))− gD
)
√∑
x∈D
(
f(X)− fD
)2

q∑
x∈D (g(φ(X))− gD)
2

 (4.7.5)
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où fD et gD sont les valeurs moyennes de niveaux de gris d’un domaine de corrélation
D respectivement à l’état initial et l’état déformé.
Cette déﬁnition permet de préciser que le coeﬃcient C minimisé n’est pas sensible
aux éventuelles variations d’intensité du signal transposé en niveau de gris. En eﬀet, le
calcul de C est basé sur l’évaluation des variations locales de niveaux de gris par rapport
à la moyenne de valeurs dans le domaine D. Cette information est importante dans
le cas des acquisitions par tomographie par rayons X car elles sont généralement assez
longues en temps, ce qui peut engendrer des variations d’intensité signiﬁcatives entre
l’acquisition de référence et l’acquisition de l’état ﬁnal.
4.7.3 Précision sub-voxel
A partir des valeurs de niveaux de gris de chacun des voxels de l’image volumique,
la détermination des déplacements est réalisée pour chaque point de la grille de corré-
lation. Cette étape donne une précision correspondant à la taille du voxel, qui est la
résolution spatiale de l’acquisition des volumes. Cette précision, dite « grossière », est
une approximation de la solution ﬁnale du champ de déplacements. Pour atteindre une
précision supérieure, il est nécessaire de procéder à une interpolation des niveaux de gris
des voxels des domaines de corrélation. Sur cette base, une précision très inférieure à
la taille du voxel peut être atteinte pour le calcul des déplacements. L’étape de calcul
sub-voxel est bien souvent indispensable pour étudier les phénomènes mécaniques où la
résolution des acquisitions est de l’ordre de grandeur des amplitudes de déplacements
à déterminer. C’est le cas pour l’étude des déplacements induits par le gauchissement
des sections dans les structures composites. Toujours par extension de la méthode de
corrélation d’images numériques 2D, où une interpolation bilinéaire est admise pour les
calculs sub-pixel, en DVC une interpolation tri-linéaire est utilisée pour déterminer les
valeurs de niveaux de gris pour des positions intermédiaires à deux voxels adjacents.
On déﬁnit alors une fonction d’interpolation gr de paramètres i, j, k permettant le
calcul des niveaux de gris autour d’une position X(x, y, z) de la grille, en considérant
i < x < i+ 1, j < y < j + 1 et k < z < k+ 1 (4.7.2). On exprime alors le niveau de gris
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Figure 4.7.2: Interpolation tri-linéaire des niveaux de gris pour le calcul sub-voxel
interpolé par tel que :
grijk(x, y, z) = gr(i, j, k) + a.(z − k) + b.(x− i) + c.(x− i)(z − k) + d.(y − j)
+e.(y − j)(z − k) + f(x− i)(y − j) + g(x− i)(y − j)(z − k)
(4.7.6)
L’expression 4.7.6 fait alors apparaître 7 coeﬃcients (a, b, c, d, e, f, g) qui peuvent
se résoudre de la manière suivante :
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a = gr(i, j, k + 1)− gr(i, j, k)
b = gr(i+ 1, j, k)− gr(i, j, k)
c = gr(i+ 1, j, k + 1)− gr(i, j, k + 1)− gr(i+ 1, j, k) + gr(i, j, k)
d = gr(i, j + 1, k)− gr(i, j, k)
e = gr(i, j + 1, k + 1)− gr(i, j, k + 1)− gr(i, j + 1, k) + gr(i, j, k)
f = gr(i+ 1, j + 1, k)− gr(i, j + 1, k)− gr(i+ 1, j, k) + gr(i, j, k)
g = gr(i+ 1, j + 1, k + 1) + (gr(i+ 1, j, k) + gr(i, j + 1, k) + gr(i, j, k + 1)
−gr(i+ 1, j, k + 1)− gr(i, j + 1, k + 1)− gr(i+ 1, j + 1, k)− gr(i, j, k)
(4.7.7)
Les valeurs de ces niveaux de gris interpolés à l’intérieur des voxels sont alors utilisées
pour le calcul des déplacements sub-voxel, de manière à augmenter la précision des va-
leurs déterminées par DVC. Une procédure de minimisation est utilisée dans la phase
de calcul sub-voxel pour aﬃner l’approximation de la transformation φ entre l’état de
référence et l’état déformé. Comme introduite dans les paragraphes précédents, cette
minimisation d’ordre 1 est eﬀectuée de manière à exprimer les coeﬃcients de la trans-
formation matérielle en tenant compte des translations de solide rigides, notés (u, v, w)
ainsi que des variations locales de positions dans le domaine de corrélation D, notées(
@u
@x
, @u
@y
, @u
@z
, @v
@x
, @v
@y
, @v
@z
, @w
@x
, @w
@y
, @w
@z
)
.
On exprime alors le vecteur P décrivant la transformation matérielle entre deux
états du volume résultant du calcul sub-voxel, tel que :
P =
(
u, v, w,
∂u
∂x
,
∂u
∂y
,
∂u
∂z
,
∂v
∂x
,
∂v
∂y
,
∂v
∂z
,
∂w
∂x
,
∂w
∂y
,
∂w
∂z
)
(4.7.8)
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4.7.4 Calcul des champs de déplacements et de
déformations
D’après l’expression 4.7.8, le calcul au voxel près permet de déterminer le vecteur
P , en limitant la recherche de la solution aux translations de solides rigides. On note
alors le vecteur P0 issu de cette première étape du calcul par DVC :
P0 = (u, v, w, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) (4.7.9)
Pour ﬁnaliser le calcul, la procédure de minimisation est réalisée pour le calcul sub-
voxel, en utilisant la solution approchée P0 comme point de départ. On réalise donc la
minimisation de manière à déterminer les variations locales de positions dans le domaine
de corrélation. Cette minimisation est basée sur une méthode de descente du premier
gradient, celui-ci étant évalué sur les valeurs du coeﬃcient de corrélation C à chaque
itération et intégré à la suite décroissante suivante :
Pn+1 = Pn − a.
@C
@P
.Pn@C
@P
.Pn
 (4.7.10)
où a représente le paramètre d’ajustement entre 0 et 1 avec a = kPn+1 − Pnk, représen-
tant la distance entre deux évaluations successives de la transformation matérielle.
On déﬁnit la convergence de la procédure de minimisation lorsque la valeur ∂C
atteint une valeur très faible correspondant au critère d’arrêt du calcul. Lorsque le calcul
est ﬁnalisé, la transformation matérielle déterminée complètement permet de donner la
position du centre du domaine de corrélation D dans le volume déformé par rapport
au volume de référence. Une fois cette opération eﬀectuée sur l’ensemble des domaines
de corrélation du volume (autour de tous les points de la grille de corrélation), on ob-
tient alors une série discrète des valeurs de déplacements 3D sur l’ensemble de la grille,
correspondant à Ui(X) = xi(x, y, z)−Xi(X, Y, Z), avec i un point de la grille.
La détermination du champ de déformation est alors possible sur la base du champ
de déplacement discret obtenu. Dans le logiciel de DVC utilisé, celui-ci est déterminé
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par diﬀérences ﬁnies centrées sur le domaine de corrélation. Une autre solution consiste
à exporter les informations du calcul par DVC vers un code de calculs par éléments ﬁnis
de manière à exploiter les valeurs de déplacement pour calculer les déformations à partir
de la résolution proposée par cette méthode. Dans ce cas, la grille est alors directement
transposée en tant que maillage orphelin où chaque pas de la grille correspond à la taille
des éléments ﬁnis utilisés.
4.8 Conclusions
Ce chapitre détaille les diﬀérentes étapes des développements eﬀectués pour établir
la machine d’essai proposée, permettant de réaliser des mesures volumiques durant un
essai de ﬂexion trois points. Celui-ci a été développé de manière à pouvoir visualiser les
eﬀets du cisaillement transverse dans les structures composites. A partir de la résolution
analytique proposée dans le chapitre 2 et de ses hypothèses, un choix de géométrie
d’éprouvette et de matériaux est eﬀectué. Sur la base de ces choix et des équipements
d’acquisitions utilisés, une machine d’essai de ﬂexion a été conçue et dimensionnée pour
maximiser le gauchissement des sections de l’éprouvette pendant l’essai de ﬂexion. Deux
principales techniques de mesures et de calcul sont également abordées en détail dans
ce chapitre : la tomographie par rayons X et la corrélation d’images volumiques. Ces
deux techniques sont utilisées en complémentarité pour réaliser les mesures volumiques
de déplacements qui permettront l’analyse expérimentale des phénomènes étudiés dans
ce travail. Les résultats fournis par ce protocole expérimental sont exploités dans le
chapitre suivant, visant à déterminer expérimentalement le gauchissement des sections
pendant l’essai, et à confronter les valeurs de déplacement par rapport au résultats issus
de la résolution analytique, à partir de diverses théories de cisaillement transverse, et
par rapport aux résultats de la modélisation numérique.
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5.1 Objectifs
Les chapitres précédents de ce mémoire ont permis de déﬁnir largement les pro-
blématiques du sujet et de détailler les diﬀérents développements réalisés pour tenter
d’y répondre. Diﬀérents résultats contribuent donc à l’analyse globale de ce sujet. Le
chapitre 5 synthétise les diﬀérents essais de ﬂexion réalisés dans le but d’observer expé-
rimentalement le gauchissement des sections des éprouvettes composites considérées. La
méthode expérimentale présentée dans le chapitre précédent est appliquée pour des ma-
tériaux de propriétés diﬀérentes pour analyser les résultats dans diverses conﬁgurations.
A partir des résultats bruts obtenus par la corrélation d’images volumiques, une méthode
de traitement est proposée pour conserver une exploitation cohérente des mesures réali-
sées. A partir des champs de déplacement, l’analyse de la distribution des contraintes de
cisaillement transverse est réalisée en lien avec les résultats présentés dans les chapitres
précédents.
5.1 Objectifs
Les objectifs de cette analyse des résultats sont multiples. L’exploitation des me-
sures nécessite un traitement de manière à éliminer les diﬀérences intrinsèques liées aux
moyens de mesures. Les champs de déplacements expérimentaux sont ensuite introduits
dans l’étude comparative eﬀectuée à partir des résultats analytiques et des résultats
numériques. Celle-ci synthétise l’ensemble des travaux relatifs à ce sujet et permettra
d’identiﬁer les tendances de résultats vis-à-vis de l’utilisation des diﬀérentes fonctions de
cisaillement transverse retenues. Cette étude est eﬀectuée d’une part pour les éprouvettes
réalisées avec la ﬁbre T700 et d’autre part avec les éprouvettes constituées de la ﬁbre
M55J. Ainsi le phénomène sera étudié du point de vue de deux matériaux présentant
des caractéristiques mécaniques diﬀérentes. Enﬁn, il est nécessaire d’évaluer la cohérence
des données expérimentales obtenues dans un but de validation du protocole proposé.
C’est pourquoi une caractérisation métrologique des essais réalisés est eﬀectuée.
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5.2 Analyses des résultats
La première partie de ce chapitre traite de l’évaluation des résultats obtenus expé-
rimentalement. Dans un premier temps, une étude métrologique des mesures de dépla-
cements est réalisée dans le but de caractériser la résolution des valeurs obtenues. Dans
un second temps, une méthode de traitement des résultats est proposée de manière à
pouvoir analyser les valeurs analytiques, numériques et expérimentales en cohérence. En
eﬀet, l’analyse des conditions aux limites de ces diﬀérents résultats conduit à la nécessité
d’un traitement spéciﬁque pour ﬁnaliser l’étude.
5.2.1 Caractérisation de la mesure des déplacements
5.2.1.1 Méthode
Aﬁn de caractériser la mesure par DVC dans les matériaux composites, une mé-
thode de test a été développée et paramétrée dans le but d’accéder aux champs de
déplacement dans diﬀérents plans à l’intérieur de l’échantillon. L’objectif est d’étudier
le gauchissement des sections du matériau composite sollicité en ﬂexion. Néanmoins,
l’amplitude des déplacements longitudinaux, responsable du gauchissement est faible au
regard des dimensions de l’échantillon. L’ordre de grandeur des valeurs à analyser est
de quelques micromètres. Une caractérisation rigoureuse des mesures eﬀectuées est donc
intéressante pour vériﬁer la cohérence des résultats obtenus. Cette partie traite de la mé-
thode utilisée pour déterminer l’erreur globale des mesures et pour valider la résolution
des valeurs calculées.
La méthode mise en œuvre pour analyser les performances de la procédure expé-
rimentale proposée est classiquement employée en photomécanique expérimentale, sur-
facique ou volumique. Il s’agit d’eﬀectuer des mesures complètes où la transformation
mécanique entre deux états successifs est parfaitement connue et contrôlée. Un dépla-
cement de corps rigide est la solution la plus simple et la plus eﬃcace pour appliquer
une transformation mécanique maîtrisée. Dans le cadre de cette étude, le déplacement
132
5.2 Analyses des résultats
Figure 5.2.1: Exemple de « courbe en S » en tomographie RX (Germaneau, 2007)
rigide est réalisé par l’intermédiaire d’une platine micro-métrique ﬁxée sur la table du
µ-tomographe ayant une précision de 1µm. Il a déjà été montré que l’évolution de l’er-
reur de mesure est fonction de la résolution de mesure (Bornert et al., 2009). Sur ce
principe, il est suﬃsant d’appliquer des déplacements rigides dont l’amplitude reste infé-
rieure à la taille d’un voxel pour le cas volumique. L’objectif est alors de pouvoir tracer la
courbe d’évolution de l’erreur en fonction du déplacement imposé, appelée régulièrement
« courbe en S » du fait de sa forme sinusoïdale comme illustré en ﬁgure 5.2.1.
5.2.1.2 Mesure de l’erreur globale
Une série de mesures est eﬀectuée entre 0 et 1voxel avec un pas proche de 0, 1voxel.
Les échantillons sont strictement identiques à ceux utilisés pour les essais de ﬂexion trois
points. Après reconstruction, les dix volumes sont utilisés pour déterminer la valeur du
déplacement obtenue par corrélation volumique avec les paramètres suivants :
– Pas de grille : 10voxels
– Taille de domaine de corrélation : 31voxels3
– Dimensions de la grille de mesure : 990× 450× 195voxels3
– Taille du voxel : 52µm
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La valeur de l’erreur globale de mesure Eg, déﬁnie par l’équation 5.2.1, est alors calculée
par l’écart entre la moyenne des résultats Uimes sur l’ensemble des n points de la grille
(supérieur à 20000) et la valeur de référence du déplacement imposé Uimp à chaque
incrément déﬁnie dans l’équation 5.2.1
Eg = Uimp −
1
n
(
n∑
1
[Uimes ]
)
(5.2.1)
Figure 5.2.2: Évolution de l’erreur moyenne et de l’écart type de mesure en fonction
du déplacement imposé pour le matériau T700/4090
La ﬁgure 5.2.2 présente la courbe d’évolution de l’erreur moyenne en fonction
du déplacement imposé pour le cas du matériau T700/4090. La valeur maximale de
l’erreur moyenne de détermination des déplacements est évaluée à 0, 02voxel, ce qui
correspond à 0, 52µm. On remarque également qu’il y a une évolution de l’écart type des
erreurs mesurées en fonction du déplacement imposé. Plus celui-ci est important, plus
on constate un écart-type important. Ceci peut également s’expliquer par les diﬀérences
des paramètres de reconstruction utilisés pour le traitement des radiographies acquises
à chaque pas de déplacement. En eﬀet, un jeu unique de paramètres de reconstruction
est conservé pour toutes les reconstructions volumiques d’un même essai. Néanmoins,
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ces acquisitions étant longues (de l’ordre de 25 minutes), il peut y avoir des variations
locales de l’alignement source-objet-détecteur, entraînant un phénomène de ﬂou dans
les images volumiques reconstruites. Ce ﬂou peut être à l’origine de l’augmentation de
l’écart-type des mesures de déplacement eﬀectuées. La valeur de l’erreur de mesure est
du même ordre de grandeur que celle habituellement observée en corrélation (2D ou 3D).
Ainsi, on peut considérer que le protocole expérimental permet d’obtenir une précision
suﬃsante pour traiter le problème.
5.2.2 Traitement des résultats
Dans toute mesure en mécanique expérimentale, des perturbations physiques (sys-
tématiques ou aléatoires) imposent une procédure de correction des données obtenues
pour pouvoir les adapter aux données théoriques du phénomène étudié. C’est le cas pour
le protocole d’essai proposé au chapitre 4. La chaîne d’acquisition faisant intervenir un
nombre important d’éléments, chacun d’entre eux est susceptible d’apporter sa contri-
bution à l’erreur de mesure. Une correction est donc eﬀectuée et est en partie déterminée
sur la base des hypothèses théoriques proposées dans le chapitre 2, et appliquées sur les
valeurs des déplacements déterminés par corrélation volumique.
5.2.2.1 Hypothèses
Les hypothèses de la méthode de résolution analytique sont utilisées comme condi-
tions à respecter pour le recalage des données expérimentales. Celles-ci sont conformes
aux conditions aux limites appliquées dans la modélisation éléments ﬁnis détaillée au
chapitre 3. Les conditions de recalage exploitées sont les suivantes :
– Déplacements et rotations nuls aux appuis, dans le plan (x1, x3), soit :
– u1(x1 = L2 ;x3 = +
h
2
) = 0
– u3(x1 = − l2 ;x3 = −
h
2
)=u3(x1 = + l2 ;x3 = −
h
2
) = 0
– θ2(x1 = − l2 ;x3 = −
h
2
)=θ2(x1 = + l2 ;x3 = −
h
2
) = 0
Une vériﬁcation des conditions exposées ci-dessus est eﬀectuée pour s’assurer que l’es-
sai de ﬂexion trois points réalisé dans le µ-tomographe est bien cohérent vis-à-vis des
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analyses théoriques et numériques du problème.
Les inﬂuences dues aux conditions de chargement sont étudiées pour réaliser le
recalage des données. Les résultats exposés au paragraphe 3.6 montrent que l’application
du chargement a une forte inﬂuence sur la répartition du déplacement u1(x3) le long du
proﬁl observé.
5.2.2.2 Cohérence des conditions aux limites
La problématique est que les résultats expérimentaux, analytiques et numériques
ne peuvent pas être superposés directement, du fait de la non cohérence de leur propres
conditions aux limites. En eﬀet, les résultats expérimentaux sont issus d’un essai de
ﬂexion où les conditions aux limites ne sont pas ponctuelles et où divers phénomènes
(artéfacts de reconstruction, jeux mécaniques du montage, matage, etc...) font que les
hypothèses de la résolution analytique ne sont pas nécessairement respectées. D’autre
part, le modèle numérique retenu pour cette étude est construit sur la base de conditions
aux limites théoriques et parfaites :
– application ponctuelle
– orientation parfaite du chargement F3, suivant la direction
−→x3
– position parfaite du chargement F3, en x1 = 0
A partir de cette analyse, une correction doit être apportée aux valeurs expérimentales
pour permettre la comparaison avec un modèle théorique analytique et/ou éléments ﬁnis.
Dans ce sens, un protocole de recalage spéciﬁque est proposé.
La méthode de recalage proposée consiste à rendre cohérentes les diﬀérentes condi-
tions aux limites utilisées. Celle-ci est synthétisée par la ﬁgure 5.2.3 qui permet de vi-
sualiser les liens entre les quatre étapes eﬀectuées pour la comparaison des diﬀérentes
données. Elle permet de comprendre le raisonnement du recalage d’une conﬁguration de
test (géométrie et matériaux) pour un chargement donné.
1. La première étape permet de collecter les valeurs issues de la mesure expérimentale
et du calcul éléments ﬁnis (EF) correspondant. Leur comparaison permet alors
d’apprécier la diﬀérence des résultats et de juger de la nécessité d’une correction.
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2. La deuxième étape de cette méthode permet de mettre en adéquation le modèle
numérique avec le résultat expérimental. Pour cela, les conditions aux limites expé-
rimentales sont extraites des champs de déplacement mesurés puis importées dans
le modèle numérique. Ainsi, le calcul éléments ﬁnis est réalisé avec des positions
d’appuis et des conditions de chargement strictement identiques à l’essai eﬀectué.
Les propriétés matériaux sont issues de la caractérisation mécanique réalisée sur
les éprouvettes. Le comportement mécanique modélisé reste conforme à l’élasticité
linéaire cohérente avec les hypothèses analytiques. Une corrélation des résultats est
eﬀectuée pour vériﬁer l’adéquation entre ces deux résultats. Le calcul basé sur les
conditions aux limites expérimentales permet également de déterminer l’amplitude
réelle du déplacement u3 imposé à l’échantillon, ainsi que le défaut du chargement.
L’ordre de grandeur des défauts observés lors de ces essais est inférieur à 1◦ d’orien-
tation du chargement et inférieur à 1mm pour sa position. Le déplacement peut
alors être utilisé dans le modèle numérique théorique pour déterminer l’eﬀort de
ﬂexion F3 résultant. En eﬀet, la résolution analytique est basée sur un chargement
ponctuel imposé et non sur un déplacement ponctuel.
3. L’étape 3 est la comparaison des deux modèles éléments ﬁnis : conditions aux
limites théoriques d’une part et expérimentales d’autre part. D’une manière systé-
matique, on observe un défaut de la position du point d’application du chargement
de ﬂexion entraînant une dissymétrie de celui-ci sur l’ensemble de l’éprouvette. Ce
défaut peut être dû à une mauvaise mise en place initiale de l’échantillon dans le
montage ou à des défauts d’alignement de la tige du vérin avec l’axe du dispo-
sitif. L’étude de la sensibilité de cette position de chargement a été analysée sur
l’étude du modèle numérique (cf paragraphe 3.6.1) et permet d’envisager le type
de correction à retenir pour replacer les données dans une conﬁguration théorique.
On peut alors observer que la pente globale du proﬁl u1(x3) n’est pas conforme.
Pour chaque pas de chargement indépendamment, une correction est déterminée
pour faire correspondre, sur les modèles éléments ﬁns, les conditions aux limites
expérimentales et théoriques.
4. La dernière étape est la comparaison des diﬀérents résultats :
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– Expérimental corrigé (grâce à la correction déﬁnie à l’étape 3)
– Modélisation numérique éléments ﬁnis avec les conditions aux limites théoriques
– Résolution analytique avec les conditions aux limites théoriques
Figure 5.2.3: Méthode de recalage des données expérimentales
Cette méthode de recalage est appliquée à tous les états de chargement traités pour
chacun des deux matériaux étudiés dont les résultats sont exposés dans les paragraphes
suivants.
5.3 Résultats analytiques et numériques
Le paragraphe précédent a, entre autres, permis d’établir les diﬀérences de condi-
tions aux limites entre les résultats théoriques et expérimentaux. La première partie
de cette analyse propose la comparaison des valeurs obtenues analytiquement et par
modélisation éléments ﬁnis. La superpositions de ces résultats avec les résultats expé-
rimentaux sera réalisée par la suite. Diﬀérents résultats analytiques ont été calculés à
partir de la résolution analytique proposée au chapitre 2, pour les diﬀérents modèles
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théoriques étudiés. D’autre part la modélisation numérique correspondante, exposée au
chapitre 3 permet également la détermination des résultats pour des conﬁgurations si-
milaires. Ce paragraphe permet de comparer ces deux types de résultats et d’analyser
leurs diﬀérences dans les trois conﬁgurations de poutre décrites au paragraphe 2.2.1. Les
trois ﬁgures 5.3.1, 5.3.2 et 5.3.3, présentent respectivement les résultats de la modéli-
sation numérique, de la théorie naturelle ainsi que du modèle de Reddy, pour les trois
conﬁgurations géométriques suivantes :
– l = 25mm, h = 2mm ( l
h
= 12, 5)
– l = 25mm, h = 5mm ( l
h
= 5)
– l = 25mm, h = 20mm ( l
h
= 1, 25)
Pour les trois cas, on considère un module d’élasticité E11 = 140000MPa et un module
de cisaillement G13 = 3500MPa, ainsi qu’un chargement ponctuel de ﬂexion de valeur
F3 = −6000N. Ces propriétés sont identiques à celles utilisées pour les résultats présentés
au paragraphe 2.2.1 et 2.3.1.
Les calculs sont réalisés à partir de la modélisation initiale décrite au paragraphe
3.3, du fait de la cohérence des conditions aux limites avec la méthode de résolution
analytique.
Ces courbes permettent d’identiﬁer nettement une divergence des résultats en fonc-
tion du rapport l
h
considéré. Pour des poutres avec un élancement important, on s’aper-
çoit qu’il y a une très bonne correspondance des résultats numériques et analytiques
(ﬁgure 5.3.1). Plus le rapport l
h
tend à diminuer, induisant une plus forte sensibilité au
gauchissement, plus des écarts d’évaluation des déplacements u1(x3) apparaissent entre
les deux méthodes. Pour le cas étudié expérimentalement (ﬁgure 5.3.3), la diﬀérence de
résultats est assez importante.
Une analyse des écarts relatifs entre les diﬀérents résultats est ici proposée pour
apporter des éléments quantitatifs dans cette analyse. Celle-ci n’est pas eﬀectuée pour
les valeurs issues de la résolution avec la théorie classique car il n’y a pas de prise en
compte du cisaillement transverse.
Le tableau 5.1 rassemble les diﬀérentes valeurs d’écarts des résultats analytiques
(u1analytique(x3)) par rapport aux résultats issus de la modélisation numérique (u1EF (x3)),
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Figure 5.3.1: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = + l4 avec
l
h
= 12, 5, calculés
analytiquement et numériquement
correspondant à l’écart relatif des diﬀérents proﬁls par rapport à la modélisation numé-
rique, tel que :
Ec =
∣∣∣∣∣∣
(
u1analytique(x3)− u1EF (x3)
)
u1EF (x3)
∣∣∣∣∣∣ (5.3.1)
f(x3) lh = 12, 5
l
h
= 5 l
h
= 1, 25
Reissner-Mindlin 4,8% 9,3% 38,9%
Reddy 3,0% 2,5% 18,9%
Touratier 2,7% 6,7% 15,4%
Karama 2,4% 9,7% 12,0%
Mantari 3,3% 10,1% 16,9%
Tableau 5.1: Moyenne des écarts Ec en % pour u1(+ l4 , x3) en fonction de f(x3), pour les
diﬀérentes valeurs de l
h
étudiées
On remarque dans ces données que les modèles de fonctions de cisaillement pro-
posés permettent une bonne approximation du champ de déplacement dans le cas des
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Figure 5.3.2: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = + l4 avec
l
h
= 5, calculés analy-
tiquement et numériquement
poutres de faible épaisseur. Les écarts étudiés pour les cinq modèles sont proches de
3% par rapport au modèle numérique. Dans le cas des poutres de moyenne épaisseur,
la précision des résultats donnés par les modèles de Reddy, Touratier semble supérieure
aux autres modèles. Aussi, on identiﬁe également les possibilités de la théorie naturelle
avec une approximation proche de 10% par rapport au modèle numérique. Néanmoins,
cette dernière ne permet pas de prendre en compte le gauchissement, clairement observé
sur les résultats. Dans le cas de poutres à forte épaisseur, les valeurs des écarts, toutes
supérieures à 10% démontrent les diﬀérences de résultat pour de fort gauchissement.
Des écarts plus importants sont issus de la résolution à l’aide de la théorie naturelle où
f(x3) = x3. Ce résultat déjà connu de la communauté a déjà fait l’objet d’évolutions
à travers l’introduction d’un facteur de correction du cisaillement transverse, proposé
par Vlachoutsis (Vlachoutsis, 1992). Il introduit un facteur de correction dans la loi de
comportement pour augmenter la prise en compte du phénomène dans la résolution du
champ de déplacement.
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Figure 5.3.3: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = + l4 avec
l
h
= 1, 25, calculés
analytiquement et numériquement
5.4 Étude de la fibre T700
Le premier des deux matériaux étudiés est un composite T700/4090. Il est constitué
de ﬁbres de carbone T700 et d’une résine epoxy 4090 standard. Les propriétés matériaux
caractérisées dans les paragraphes 3.2.3 et 3.2.5 montrent que le rapport E11
G13
est égal à
35, 94 d’après la caractérisation des propriétés mécaniques décrites dans le chapitre 3,
ce qui traduit une sensibilité au gauchissement intéressante pour cette étude. Les para-
graphes ci-dessous exposent les diﬀérents résultats issus des essais de ﬂexion trois points
réalisés dans le µ-tomographe, après le recalage des données obtenues conformément
aux conditions décrites dans le paragraphe 5.2.2.1 précédent. La ﬁgure 5.4.1 présente
l’évolution du chargement de l’éprouvette en fonction du déplacement de ﬂexion imposé
par le vérin électrique du montage. Ce chargement est bien linéaire et est en accord
avec le comportement élastique supposé du matériau dans cette conﬁguration. Le char-
gement maximum tracé ici correspond à la charge maximum considérée pour l’analyse
des résultats. Au delà de cette force, la propagation de la zone de matage autour des
appuis devient trop importante pour pouvoir exploiter les proﬁls de déplacements u1
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Figure 5.4.1: Courbe du chargement de ﬂexion des éprouvettes T700/4090
aux coordonnées x1 = − l4 et x1 = +
l
4
.
5.4.1 Champs de déplacement u1 et u3
Les résultats calculés par corrélation volumique sont les déplacements à chaque
point de la grille volumique qui discrétise l’échantillon dans les trois directions de l’es-
pace. Il est alors possible de représenter le champ de déplacement dans de multiples
plans de l’épaisseur des échantillons, pour tous les états de chargement de l’essai réalisé.
Dans le cadre de l’étude du gauchissement des matériaux composites, on s’intéresse
en particulier au champ de déplacement longitudinal u1. Néanmoins, pour analyser la
cohérence de l’essai eﬀectué, il est également intéressant de visualiser le champ de dépla-
cement u3, représentant le déplacement directement induit par le chargement de ﬂexion.
Les ﬁgures 5.4.2 et 5.4.3 illustrent respectivement les déplacements de ﬂexion expéri-
mentaux et numériques pour un chargement donné. La comparaison qualitative des ces
résultats permet de justiﬁer la représentativité de l’essai réalisé dans le µ-tomographe,
ayant pour objectif l’obtention d’une sollicitation de cisaillement via une conﬁguration
de ﬂexion rapprochée. On identiﬁe clairement la bonne distribution du déplacement dans
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Figure 5.4.2: Champ de déplacement u3 mesuré pour le matériau T700/4090 pour un
chargement de 1350N
Figure 5.4.3: Champ de déplacement u3 calculé numériquement pour le matériau
T700/4090 pour un chargement de 1350N
les cartographies expérimentales. L’amplitude du déplacement étant grande vis-à-vis de
la résolution de mesure, le niveau de bruit des mesures est faible. Les cartographies dans
les diﬀérents plans de l’épaisseur de l’échantillon analysé permet de mettre en évidence
la bonne application du chargement de ﬂexion. En eﬀet, la répartition du déplacement
est identique dans les diﬀérents plans analysés, ce qui valide la direction d’application
du chargement imposé à l’éprouvette.
Le champ de déplacement u1 est le résultat qui permet d’analyser plus directement
les eﬀets du cisaillement transverse étudiés. La ﬁgure 5.4.4 présente les cartographies ob-
tenus par DVC pour le matériau T700/4090 pour diﬀérents chargement et à diﬀérentes
positions dans l’épaisseur de l’éprouvette. En premier lieu, on notera que l’amplitude des
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valeurs mesurées (quelques µm) est relativement proche de la résolution des mesures, ce
qui explique la présence de bruit dans le signal. D’autre part, ce bruit est principale-
ment accentué au centre de l’éprouvette (x1 = 0), ce qui correspond à une position
proche de l’axe de rotation de l’échantillon pendant l’acquisition des projections, où gé-
néralement se concentrent les artéfacts de reconstruction. Malgré une augmentation du
bruit de mesure dans cette zone, l’exploitation des résultats est tout de même bonne
du fait de l’étude des proﬁls aux positions médianes des appuis de ﬂexion. Ces résul-
tats permettent également d’observer l’ampliﬁcation du phénomène de gauchissement en
fonction du chargement appliqué. Du point de vue de l’épaisseur de l’éprouvette, l’ana-
lyse qualitative de ces cartographies ne permet pas de détecter une évolution signiﬁcative
du gauchissement dans la direction x2.
5.4.2 Champ de déformation E ′13
Tout comme l’observation du champ de déplacement u3, il est intéressant de visua-
liser la répartition des déformations calculées à partir des mesures de déplacements de la
corrélation volumique et de les comparer aux résultats obtenus par le modèle éléments
ﬁnis.
Les ﬁgures 5.4.5 et 5.4.6 représentent respectivement la répartition de la défor-
mation de Green-Lagrange E ′13 mesurée par DVC et calculée par éléments ﬁnis. La
correspondance de ces résultats traduit de manière semblable la localisation des extre-
mums de déformations élastiques de cisaillement dans les zones très proches des appuis.
On notera néanmoins que la déformation est moins bien calculée aux appuis inférieurs
de ﬂexion. Cette diﬀérence peut être due à la position ﬁxe des points de la grille de corré-
lation à l’état initial qui peut entraîner des points non calculés à l’état ﬁnal. On observe
cela plus particulièrement aux positions frontières, du fait des déplacements d’ensemble
induisant des valeurs mesurées non réalistes, dues aux zones d’ombre engendrées par
les fortes déformations localisées autour des appuis. De la même manière que pour le
champ de déplacement u1, l’évolution du résultat dans la direction x2 de l’éprouvette
n’est pas signiﬁcative et permet également de justiﬁer l’hypothèse de contraintes planes
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Figure 5.4.4: Champ de déplacement u1 mesuré pour le matériau T700/4090, pour
diﬀérents chargements
du modèle éléments ﬁnis utilisé.
5.4.3 Confrontation des résultats
Pour les diﬀérents états de chargement mesurés, plusieurs types de résultats sont
disponibles :
– Résolution analytique
– Modélisation éléments ﬁnis
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Figure 5.4.5: Champ de déformation E ′13 mesuré pour le matériau T700/4090 pour un
chargement de 1350N
Figure 5.4.6: Champ de déformation E ′13 calculé numériquement pour le matériau
T700/4090 pour un chargement de 1350N
– Mesure expérimentale volumique
Ce paragraphe propose la comparaison des diﬀérents résultats obtenus dans les cha-
pitres précédents avec les mesures eﬀectuées sur la ﬁbre T700. Les ﬁgures 5.4.7 à 5.4.10
présentent la superposition des données expérimentales avec les résultats analytiques et
numériques correspondant aux mêmes conditions de chargement. Ces tracés sont issus
des résultats du plan médian à travers l’épaisseur de l’éprouvette.
L’analyse de ces tracés conﬁrme la présence du bruit de mesure identiﬁé sur les
cartographies précédentes, en particulier pour les faibles chargements. Néanmoins, l’évo-
lution de l’amplitude du phénomène étudié en fonction de la valeur de l’eﬀort de ﬂexion
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Figure 5.4.7: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = + l4 du matériau T700/4090,
pour un chargement de 400N
Figure 5.4.8: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = + l4 du matériau T700/4090,
pour un chargement de 700N
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Figure 5.4.9: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = + l4 du matériau T700/4090,
pour un chargement de 1100N
Figure 5.4.10: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = + l4 du matériau T700/4090,
pour un chargement de 1350N
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est visible sur les diﬀérents tracés présentés. Du point de vue du gauchissement, les
tendances permettent d’observer une bonne correspondance des valeurs mesurées avec
les modèles analytiques raﬃnés. Cette remarque rejoint les conclusions faites vis-à-vis
de la qualité des résultats numériques dans le cas de fortes épaisseurs de poutres, où le
gauchissement n’est pas idéalement calculé.
5.4.4 Synthèse
Les essais eﬀectués sur ce matériau sont les premiers ayant permis de visualiser
les résultats par la méthode expérimentale proposée. Huit éprouvettes de ﬂexion ont été
testées puis analysées pour ce matériau. Les résultats permettent de valider le principe
de l’utilisation des méthodes volumiques pour l’évaluation des déplacements dans une
structure composite. Les proﬁls observés en fonction du chargement font bien apparaître
les eﬀets du cisaillement transverse sur les déplacements de la structure. D’autre part,
ces résultats mettent également en évidence les limites actuelles de la méthode concer-
nant le bruit de mesure. L’expérience de ces essais permet néanmoins de privilégier la
qualité de la reconstruction des diﬀérentes images volumiques utilisées où la présence
d’artéfacts est systématique. D’autre part, la qualité du mouchetis volumique réalisé
pour la fabrication de ces éprouvettes peut également générer une part de bruit dans la
mesure où la répartition des particules de cuivre n’est pas idéale, ce qui semble être une
piste d’amélioration pour la réalisation des éprouvettes.
5.5 Étude de la fibre M55J
Des essais ont également été réalisés sur des éprouvettes constituées du couple
ﬁbres/résine M55J/M18. La ﬁbre M55J est une ﬁbre possédant une raideur très impor-
tante. Cette ﬁbre est couramment utilisée dans les programmes de l’industrie aérospatiale
car elle permet une grande stabilité des structures tout en conservant une masse raison-
nable. La grande raideur de ce matériau induit théoriquement une très forte sensibilité
au gauchissement dans le cas de contraintes de cisaillement transverses majoritaires. Le
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rapport des propriétés mécaniques E11
G13
vaut 283, 3. Les paragraphes suivants présentent
les résultats issus des essais de ﬂexion trois points réalisés sur ce matériau, pour lequel
cinq éprouvettes ont été testées. La ﬁgure 5.5.1 présente l’évolution du chargement de
ﬂexion mesurée en fonction du déplacement appliqué par le vérin du dispositif in situ.
Elle permet de valider le comportement linéaire de cet essai.
Figure 5.5.1: Courbe du chargement de ﬂexion des éprouvettes M55J/M18
5.5.1 Champs de déplacement u1 et u3
Tout comme cela a été eﬀectué pour la ﬁbre T700 dans les paragraphes précédents,
les ﬁgures suivantes présentent les résultats issus des calculs de corrélation volumique
entre diﬀérents états de chargement, pour les champs de déplacement u1 et u3. Les
champs de déplacements sont proposés sur diﬀérents plans de calcul des éprouvettes
de manière à analyser la cohérence des essais réalisés et les éventuels eﬀets volumiques
recherchés.
Les ﬁgures 5.5.2 et 5.5.3 illustrent respectivement les champs de déplacement u3
mesurés par DVC sur diﬀérents plans ainsi que les champs u3 calculés par éléments ﬁnis,
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Figure 5.5.2: Champ de déplacement u3 mesuré pour une éprouvette M55J/M18, pour
un chargement de 1700N
pour un chargement identique de 1700N. La répartition des valeurs de déplacement cor-
respond bien aux résultats issus du calcul numérique et valide également la conﬁguration
de ﬂexion trois points recherchée. Pour un chargement identique, on s’aperçoit également
que le déplacement mesuré aux contacts des appuis de l’éprouvette est similaire à celui
visualisé sur les cartographies éléments ﬁnis. Néanmoins l’analyse des diﬀérents plans
met également en évidence des défauts de répartition de la charge dans l’épaisseur de
l’éprouvette car celle-ci n’est pas complètement identique sur les diﬀérents plans. Même
si ce défaut est relativement faible, l’analyse des déplacements u1 peut être parasitée et
faire apparaître une dissymétrie du comportement dans l’épaisseur, et donc des diﬀé-
rences dans les valeurs de gauchissement déterminées pour diﬀérentes positions suivant
x2.
La ﬁgure 5.5.4 présente en détail les champs de déplacement u1 pour les essais
réalisés sur les échantillons M55J/M18. Trois états de chargement sont illustrés, toujours
pour diﬀérentes valeurs dans la direction de l’épaisseur des échantillons. Comme pour le
premier matériau étudié, l’amplitude des valeurs reste proche de la résolution de mesure
minimum, ce qui induit également la présence de bruit dans les données. Certaines zones
font également apparaître quelques valeurs non réalistes, aux frontières de la grille de
corrélation où de fortes discontinuités sont présentes, particulièrement en x1 = +L2 .
Néanmoins, en comparaison des résultats présentés dans le troisième chapitre de ce
manuscrit, on peut observer globalement un cohérence satisfaisante des valeurs mesurées.
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Figure 5.5.3: Champ de déplacement u3 calculé numériquement pour une éprouvette
M55J/M18, pour un chargement de 1700N
5.5.2 Champ de déformation E ′13
Les ﬁgures 5.5.5 et 5.5.6 présentent les résultats obtenus pour le calcul des défor-
mations de Green-Lagrange de cisaillement E ′13 dans le plan (1, 3), respectivement par
corrélation volumique et par modélisation numérique. Ces résultats montrent également
la cohérence des essais réalisés par la bonne concordance des valeurs, comme c’est le
cas pour les résultats du premier matériau T700/4090. On notera que les déformations
étant calculées à partir des composantes du champ de déplacement, le bruit de mesure
est également accentué du fait de la longueur de jauge de 20 voxels utilisée pour le calcul
par diﬀérences ﬁnies.
5.5.3 Confrontation des résultats
Comme pour les échantillons du matériau T700/4090, plusieurs états de charge-
ment sont exploités à partir des données de DVC pour analyser le gauchissement des
éprouvettes M55J/M18 en détail. Les ﬁgures 5.5.7 à 5.5.10 présentent les proﬁls de dé-
placement u1(x3) pour les diﬀérents chargements appliqués au matériau M55J/M18.
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Figure 5.5.4: Champ de déplacement u1 mesuré pour une éprouvette M55J/M18 pour
diﬀérents chargements
5.5.4 Synthèse
De même que pour le premier matériau présenté, la distribution des déplacements
le long de la hauteur de l’éprouvette est parfaitement visible sur les résultats expé-
rimentaux présentés, tout comme le gauchissement. Concernant la fabrication de ces
éprouvettes, une attention particulière a été portée à la réalisation du mouchetis volu-
mique. Une distribution plus uniforme des marqueurs métalliques permet une réduction
intéressante du bruit de mesure, constatée sur les graphiques précédents. Les conclusions
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Figure 5.5.5: Champ de déformation E ′13 mesuré pour une éprouvette M55J/M18, pour
un chargement de 1700N
Figure 5.5.6: Champ de déformation E ′13 calculé numériquement pour le matériau
M55J/M18, pour un chargement de 1700N
faites concernant les résultats de la ﬁbre T700 peuvent être transposées aux éprouvettes
M55J/M18. En eﬀet, les tendances visualisées indiquent une bonne correspondance des
proﬁls expérimentaux avec les valeurs issues de la résolution analytique. L’utilisation des
modèles raﬃnés pour l’évaluation du gauchissement peut donc se justiﬁer pour appro-
fondir le dimensionnement des structures composites.
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Figure 5.5.7: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = + l4 du matériau M55J/M18,
pour un chargement de 600N
Figure 5.5.8: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = + l4 du matériau M55J/M18,
pour un chargement de 1100N
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Figure 5.5.9: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = + l4 du matériau M55J/M18,
pour un chargement de 1700N
Figure 5.5.10: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = + l4 du matériau M55J/M18,
pour un chargement de 2200N
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5.6 Étude du gauchissement
5.6.1 Critère d’évaluation du gauchissement
Les données mesurées par DVC permettent, après recalage, d’avoir accès aux pro-
ﬁls de déplacement longitudinal u1(x3), sur lesquelles le gauchissement des sections est
quantiﬁable. Ces proﬁls sont donc comparables à ceux obtenus par la méthode de résolu-
tion analytique et par le modèle éléments ﬁnis. La force minimum correspond au premier
état de chargement et la force maximum correspond au dernier état exploitable de l’es-
sai, conformément à la courbe de chargement présentée en ﬁgure 5.5.1. La tendance de
chacune des courbes présentées permet de conclure sur la réalité physique du gauchisse-
ment des matériaux étudiés, et d’identiﬁer son évolution en fonction du chargement de
ﬂexion F3 supporté par l’échantillon.
De la même manière que cela est réalisé entre les diﬀérents modèles raﬃnés au
chapitre 2, le gauchissement des proﬁls des déplacements expérimentaux est étudié et
comparé à celui des résultats analytiques. Le critère ∆ déﬁni au paragraphe 2.2.3 permet
d’identiﬁer le taux de gauchissement observé pour chacun des modèles. Néanmoins, il
ne permet pas de prendre en compte son évolution en fonction du chargement. Dans la
suite de cette analyse, on déﬁnit la notion d’amplitude du gauchissement Ω comme étant
la valeur de la moyenne quadratique des écarts entre les valeurs du proﬁl expérimental
u1Exp(x3) et celles du proﬁl calculé analytiquement avec la théorie naturelle u1RM (x3),
tel que :
ΩExp =
vuut[ 1
n
(
n∑
1
(u1Exp(x3)− u1RM )2
)]
(5.6.1)
Le terme Ω peut également être calculé indépendamment pour les proﬁls obtenus
numériquement ou analytiquement (avec les modèles raﬃnés). Il traduit le gauchisse-
ment des sections introduit par les contraintes de cisaillement transverse. Le paragraphe
suivant présente l’analyse des deux matériaux utilisées (T700 et M55J) en terme de
gauchissement.
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Figure 5.6.1: Méthode de traitement des valeurs expérimentales pour l’analyse du gau-
chissement
5.6.2 Résultats
D’après les résultats présentés au début de ce chapitre et leurs commentaires, le
bruit présent dans les signaux issus des mesures du déplacement u1(x3) peut être problé-
matique pour l’évaluation de l’amplitude du gauchissement. D’autre part, les limites des
calculs par DVC réalisées entraînent des erreurs de mesure aux frontières de la grille vo-
lumique dans les trois directions. Les valeurs correspondantes à ces positions ne peuvent
donc pas être utilisées. Pour permettre la réalisation du calcul des grandeurs déﬁnies par
l’expression 5.6.1, une interpolation polynomiale d’ordre 3 des valeurs expérimentales est
eﬀectuée pour évaluer les valeurs de u1(x3) aux positions frontières et limiter l’inﬂuence
du bruit dans la détermination de ce résultat. Cette méthode est illustrée par la ﬁgure
5.6.1.
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Figure 5.6.2: Critères de gauchissement pour les deux matériaux étudiés en fonction
du chargement
La ﬁgure 5.6.2 présente l’évolution des valeurs d’amplitude de gauchissement en
fonction du chargement, d’une part pour les résultats expérimentaux, et d’autre part
pour les résultats analytiques et numériques. Pour simpliﬁer la visualisation, la ﬁgure
présente uniquement la courbe de ΩReddy(F3) de manière à observer la tendance pour
les fonctions raﬃnées. La concordance des valeurs expérimentales et analytiques est
intéressante. Elle permet de crédibiliser les modèles raﬃnés utilisés. La tendance observée
pour les résultats numériques est diﬀérente, on constate des écarts plus importants qui
conﬁrment la meilleure représentativité des résultats analytiques.
5.7 Analyse des effets volumiques
Un des intérêts de l’utilisation de la corrélation volumique pour les mesures méca-
niques est de pouvoir analyser le comportement selon les trois directions de l’espace. Les
hypothèses d’étude du cisaillement transverse, analytiques et numériques ne considèrent
pas d’inﬂuence de la direction hors plan (1, 3) dans la répartition des contraintes de
cisaillement et donc du gauchissement des sections. Néanmoins, la question des eﬀets
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de bord sur les valeurs de déplacement dans ce cas de ﬁgure peut se poser. Pour traiter
cela, une analyse des proﬁls selon plusieurs position x2 est eﬀectuée, pour une position
ﬁxe x1 = − l4 . La ﬁgure 5.7.1 présente un exemple de résultats avec les proﬁls issus des
essais réalisés avec le matériau M55J/M18. Dans un souci de lisibilité, les proﬁls expéri-
mentaux ne sont pas directement superposés de manière à ﬁltrer le bruit de mesure. Une
interpolation d’ordre 3 est eﬀectuée pour déterminer la tendance propre à chaque proﬁl.
Néanmoins le résultat moyenné suivant la direction x2 est également présenté. Il permet
d’observer que les diﬀérences entre les proﬁls de chaque position sont du même ordre de
grandeur que l’amplitude du bruit de mesure observée. En complément, la courbe issue
de la résolution analytique eﬀectuée avec le modèle raﬃné de Reddy permet d’identiﬁer
la cohérence de ce résultat. Les mesures réalisées par DVC permettent de constater qu’il
n’y a eﬀectivement pas de diﬀérences signiﬁcatives dues aux eﬀets de bords de l’éprou-
vette. La tendance observée sur les surfaces extérieures est similaire à celle observée sur
le plan (1, 3) médian de la structure. On peut donc conclure que cette hypothèse est
cohérente.
Figure 5.7.1: Comparaison des proﬁls de gauchissement à travers l’épaisseur du maté-
riau M55J/M18 en x1 = + l4 , pour un chargement de 2200N
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5.8 Conclusions
Ce cinquième chapitre constitue la synthèse de diﬀérents résultats déterminés et
analysés sur ce sujet. Une analyse métrologique des données mesurées permet de quan-
tiﬁer la précision des mesures réalisées par DVC par l’intermédiaire de l’évaluation des
écarts entre un déplacement imposé et un déplacement mesuré. Une partie de ce cha-
pitre traite de la démarche appliquée pour l’exploitation des résultats issus de diﬀérentes
sources. Une méthode est alors proposée dans de but de traiter les résultats expérimen-
taux de manière à pouvoir les étudier en cohérence avec les résultats théoriques. Dans un
premier temps, une comparaison des résultats analytiques et numériques a permis d’iden-
tiﬁer certaines diﬀérences pour la représentation du gauchissement. Ces données ont fait
apparaître des diﬀérences importantes qui justiﬁent le fait que la modélisation numé-
rique, conforme à la résolution analytique utilisée, ne peut pas être considérée comme
référence. Malgré une utilisation régulière des calculs éléments ﬁnis pour la comparaison
de résultats analytiques pour des problématiques similaires, l’analyse du gauchissement
dans les conﬁgurations de poutres à fortes épaisseurs, très sensibles au gauchissement,
n’est pas idéalement prise en compte par la modélisation utilisée . L’ensemble des résul-
tats expérimentaux issus des essais de ﬂexion trois points sont exposés et commentés.
Ceux-ci permettent de valider la méthode expérimentale et d’identiﬁer des pistes d’amé-
lioration pour certaines étapes du protocole proposé, notamment pour la réduction du
bruit de mesure. Néanmoins, l’évaluation expérimentale des déplacements volumiques
pour une structure composite est démontrée par l’intermédiaire des éléments présentés.
D’un point de vue volumique, les mesures ont permis de conﬁrmer l’absence d’un eﬀet
signiﬁcatif à travers l’épaisseur des échantillons. D’autre part, une analyse de l’amplitude
du gauchissement est abordée par l’intermédiaire de l’utilisation d’un critère quantitatif,
ainsi que son évolution à travers la direction hors du plan de chargement. Les résul-
tats conﬁrment la pertinence des mesures eﬀectuées pour chacun des matériaux étudiés.
Les résultats présentés indiquent une meilleure représentativité du cas traité par la mé-
thode de résolution analytique par rapport aux modélisation éléments ﬁnis réalisées.
Néanmoins, des travaux peuvent être conduits pour approfondir cette approche. Dans
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ce sens, le chapitre suivant propose un complément à la problématique traitée. Une mé-
thode d’identiﬁcation d’un modèle de fonction f(x3) basée sur l’obtention des résultats
expérimentaux y est présentée.
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6.1 Objectifs
Les précédents chapitres de ce manuscrit ont décrit l’ensemble des travaux eﬀec-
tués pour l’analyse du cisaillement transverse dans les matériaux composites par des
mesures expérimentales. Le chapitre 1 a permis d’établir la compréhension du phéno-
mène étudié ainsi que l’identiﬁcation des méthodes expérimentales pouvant répondre à
la problématique du sujet. Le chapitre 2 détaille les éléments existants dans la biblio-
graphie permettant l’analyse théorique du problème. Diﬀérentes théories de cisaillement
sont retenues et intégrées à une méthode de résolution analytique. Celle-ci permet de
tracer les proﬁls de déplacement dans un cas de ﬂexion trois points. Une étude numérique
est proposée dans le chapitre 3, pour déterminer les valeurs de référence des diﬀérents cas
étudiés. La méthode expérimentale décrite dans le chapitre 4 permet une observation
physique du phénomène, par l’intermédiaire d’une mesure de déplacement volumique
dans l’échantillon. Ces résultats expérimentaux sont exploités dans le chapitre 5 pour
conclure sur la validité des théories analytiques étudiées et sur la pertinence des valeurs
obtenues.
Des écarts ayant été observés entre les théories analytiques retenues, les résultats
numériques et les résultats expérimentaux, il est proposé dans ce chapitre de déﬁnir
une méthode d’identiﬁcation d’un modèle de fonction f(x3) déterminé sur la base des
résultats expérimentaux mesurés, notée fid(x3). Les paragraphes suivants présentent
la méthodologie employée pour réaliser l’identiﬁcation de cette fonction ainsi que les
résultats basés sur son intégration à la résolution analytique du champ de déplacement
en ﬂexion trois points, présentée dans le chapitre 2. Ce travail est eﬀectué sur la base des
mesures volumiques réalisées. Néanmoins il est à noter que la méthode proposée peut
être utilisée à partir de mesures 2D du même phénomène.
6.1 Objectifs
L’utilisation d’une nouvelle fonction fid(x3) peut permettre de considérer une so-
lution analytique plus proche des proﬁls de déplacements longitudinaux observés expé-
rimentalement. L’objectif est l’étude d’un modèle de fonction de cisaillement déterminé
à partir de résultats expérimentaux. Après identiﬁcation, cette nouvelle théorie pourra
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être utilisée analytiquement pour diﬀérentes conﬁgurations de matériaux, d’éprouvettes
ou de chargement pour déterminer les valeurs de déplacements longitudinaux, et donc
de gauchissement d’un cas donné. Les éléments issus de la bibliographie concernant la
construction des fonctions de cisaillement transverse, exposés au paragraphe 1.1.3, as-
sociés aux données calculées par la méthode des éléments ﬁnis ou mesurées expérimen-
talement donnent la possibilité d’enrichir une fonction polynomiale de prise en compte
du phénomène. Le degré polynomial maximum observé pour les fonctions retenues est
l’ordre 9, ainsi la nouvelle fonction ne dépassera pas ce degré 9 dans un souci de cohé-
rence vis-à-vis de la littérature. Seuls les paramètres ai de l’équation 6.2.1 seront modiﬁés
pour construire la nouvelle fonction.
6.2 Méthode d’identification
La construction de cette nouvelle fonction fid(x3) est basée sur le modèle du dé-
veloppement polynomial de la fonction de cisaillement f(x3) rappelée dans l’équation
6.2.1, donnant l’évolution de la fonction selon un polynôme fonction de x3 en ordres
impairs. Pour un polynôme d’ordre 9, cinq paramètres ai sont donc à déterminer (avec i
correspondant à l’ordre du polynôme) : a1, a3, a5, a7, a9. Ces paramètres seront identiﬁés
par un algorithme itératif de minimisation, basé sur la méthode de Newton, avec comme
fonction objectif les écarts entre la série de données expérimentales de référence et la
résolution analytique exploitant la fonction proposée à chaque itération.
a1·x3 − a3 ·
(
π2
3!
·
x33
h2
)
+ a5 ·
(
π4
5!
·
x53
h4
)
+ ...+ (−1)(
n−1
2
) · an ·
(
π(n−1)
n!
·
xn3
h(n−1)
)
(6.2.1)
La méthode utilisée pour la détermination de cette fonction est présentée par le
synoptique 6.2.1. Les données d’entrée sont les valeurs expérimentales de déplacement
u1(x3) et la méthode de résolution analytique. L’optimisation est eﬀectuée sur les valeurs
des paramètres ai de manière itérative. A chaque itération du programme, l’écart est
calculé par rapport aux données expérimentales, une fois l’écart minimum atteint, les
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valeurs ﬁnales des paramètres sont retenues pour construire la fonction fid(x3), utilisé
pour la résolution analytique.
Figure 6.2.1: Synoptique d’optimisation de la fonction fid(x3)
Les objectifs de cette comparaison sont multiples :
– Valider la fonction identiﬁée par rapport aux résultats expérimentaux
– Déterminer le domaine de validité des fonctions usuelles en fonction des cas de
gauchissement
– Déﬁnir les limites de la modélisation numérique
– Valider l’utilisation de la fonction identiﬁée dans diﬀérents cas de gauchissement
6.2.1 Algorithme de minimisation
La fonction coût à minimiser est l’écart Q donnant la somme des carrés des écarts
en chaque point entre la solution analytique calculée avec la fonction fId(x3), u1id(x3) et
la solution expérimentale u1Exp(x3), tel que :
Q(ai) =
∑
[u1Exp − u1id(ai)]
2 avec i = 1, 3, 5, 7, 9 (6.2.2)
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La résolution de ce problème d’identiﬁcation a été obtenue par une méthode ité-
rative via un programme en langage Python, utilisant la fonction fmin_BFGS de
la bibliothèque « Scipy.Optimize ». Cette fonction permet l’utilisation de la méthode
de quasi-Newton, développée par Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno en 1970 (Broyden,
1970).
Le programme de minimisation des paramètres de la fonction de cisaillement
f Id(x3) est construit sur la base de la méthode de résolution analytique présentée dans
le chapitre 2. Cette résolution itérative est construite pour les valeurs des coeﬃcients ai
propres à la construction de la fonction f(x3). A chaque itération, les valeurs u1id(x3)
sont calculées avec un jeu de coeﬃcients de l’itération. Les résultats en chaque point
de coordonnées x3 sont utilisés pour calculer l’écart Q à minimiser entre la résolution
analytique issue de l’identiﬁcation et les valeurs expérimentales. Dès lors que Q atteint
sa valeur minimum, les coeﬃcients ai sont conservés pour construire la fonction f Id(x3)
ﬁnale.
6.2.2 Gestion des minimums locaux
La méthode d’identiﬁcation paramétrique proposée permet d’évaluer la fonction
donnant l’écart minimum entre un proﬁl de référence et les valeurs de déplacements dé-
terminées à chaque itération. Néanmoins, le résultat de l’identiﬁcation peut toutefois ne
pas correspondre à la meilleure solution du problème. En eﬀet, l’algorithme de Newton
peut conduire à la convergence vers un minimum local qui peut être diﬀérent du mi-
nimum global. L’initialisation des valeurs initiales de ai est déterminante pour gérer ce
problème et s’assurer de la convergence vers la meilleure solution, correspondant au mi-
nimum global du problème d’identiﬁcation. L’initialisation doit être relativement proche
de la solution optimale pour considérer le résultat de l’identiﬁcation comme la meilleure
solution.
Pour cela, une étape préliminaire à l’identiﬁcation ﬁnale est eﬀectuée pour réaliser
la meilleure initialisation possible. Les paramètres ai de départ sont déﬁnis à partir d’une
valeur moyenne mi, d’un écart type σi, et d’un nombre de valeurs maximum n. Cette
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déﬁnition permet d’utiliser une loi normale pour déﬁnir statistiquement l’ensemble des
possibilités d’un tirage aléatoire, comme illustré par la ﬁgure 6.2.2.
Figure 6.2.2: Déﬁnition statistique des paramètres ai pour l’initialisation de l’algo-
rithme d’optimisation
Une série de n résolutions analytiques est eﬀectuée à partir d’un tirage aléatoire sur
les valeurs des distributions statistiques normales de chaque paramètre ai pour évaluer
dans un premier temps le jeu de paramètres initial donnant l’écart minimum, pour lequel
l’optimisation sera eﬀectuée. L’utilisation d’un tirage aléatoire des valeurs de chaque
série de paramètres permet de balayer une plage de valeurs plus ou moins importante
(en fonction des valeurs de σ et de n) avec l’objectif d’évaluer le résultat le plus proche
possible du paramètre initial idéal. Cette méthode d’initialisation est illustrée en ﬁgure
6.2.3.
Dans le cas de cette procédure d’identiﬁcation, le paramètre a1 est volontairement
ﬁxé à 1 de manière à faire apparaître l’extension de la théorie naturelle dans le dé-
veloppement de cette nouvelle fonction de cisaillement transverse, comme cela est fait
pour les diﬀérentes théories et modèles retenus dans la bibliographie de ce travail. Ainsi,
pour satisfaire cette condition, on déﬁnit le paramètre a1 avec une moyenne m1 = 1 et
σi = 1 ·10−5, de manière à imposer une valeur très proche de 1 pour les tirages aléatoires.
Pour les autres paramètres, les valeurs moyennes mi sont égales à 1 et les écarts-types
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Figure 6.2.3: Méthode d’initialisation des paramètres à partir de tirages aléatoires
σi valent 2, pour i = [3; 5; 7; 9]. Chaque itération étant rapidement calculé par le pro-
gramme, le nombre de tirage aléatoire peut être important. Pour le cas présenté, le
nombre n de tirages eﬀectués est de 1000.
Le développement de ce programme a été réalisé en collaboration avec M. Benjamin
Boniface, ingénieur de la société Nimitech Études.
6.3 Identification de la fonction de
cisaillement transverse fid(x3)
Pour illustrer l’application de cette méthode d’identiﬁcation basée sur les résultats
expérimentaux, les résultats présentés dans les paragraphes suivants sont déterminés à
partir d’un cas de chargement observé expérimentalement. Les conditions retenues pour
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cette application sont celles de l’essai de ﬂexion réalisé sur le matériau M55J/M18 pour
le chargement de 2200N, présenté au paragraphe 5.5.3.
6.3.1 Identification à partir des résultats
expérimentaux
Une identiﬁcation de la fonction de cisaillement transverse est eﬀectuée à partir
des résultats expérimentaux déterminés par DVC.
La méthode expérimentale permet d’obtenir autant de proﬁls de gauchissement
que de plans calculés par corrélation volumique. De plus, le chapitre précédent a per-
mis de conclure sur l’absence d’un phénomène 3D signiﬁcatif à travers l’épaisseur de
l’échantillon. Le gauchissement des sections de l’éprouvette est constant dans l’épaisseur
du matériau. La méthode proposée dans ce chapitre pourrait donc être utilisée à partir
de mesures de champs surfaciques, par corrélation d’images (2D) ou stéreo-corrélation
d’images (2,5D). Ainsi, pour prendre en considération l’ensemble des résultats, le choix
eﬀectué est celui de moyenner les données transmises à l’algorithme de minimisation. En
eﬀet, à partir des diﬀérents proﬁls de gauchissement correspondant aux diﬀérents plans
DVC, une moyenne des valeurs de u1Exp(x3) est calculée pour chaque valeur de x3, ce
qui permet de tenir compte des valeurs dans chaque plan et de les synthétiser dans une
série unique de données, qui constitue les données d’entrée du programme.
La fonction identiﬁée dans le cas du matériau M55J/M18 est la suivante, notée
fid,1(x3) :
fid,1(x3) = x3 − 0, 808 ·
x33
h2
+ 0, 250 ·
x53
h4
− 0, 303 ·
x73
h6
+ 0, 021 ·
x93
h8
(6.3.1)
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Figure 6.3.1: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = l4 identiﬁé à partir des résultats
expérimentaux
Sur la ﬁgure 6.3.1, on constate que le résultat calculé à partir de la fonction iden-
tiﬁée a une bonne correspondance avec le proﬁl expérimental, malgré la présence du
bruit dans le signal utilisé. Celui-ci semble ne pas être trop perturbant pour le calcul
analytique à l’ordre 9. En eﬀet, le coeﬃcient a9 est très inférieur à celui de l’ordre 3 ce
qui induit de faibles variations des valeurs. La valeur de la moyenne quadratique des
écarts calculés entre le proﬁl identiﬁé et le proﬁl expérimental est de 12, 5%.
6.3.2 Comparaison des résultats avec les théories
existantes
Il est intéressant de vériﬁer la cohérence du résultat de cette optimisation avec
ceux des modèles raﬃnés, avec la même méthode de résolution. La ﬁgure 6.3.2 présente
le résultat issu de l’optimisation ainsi que les courbes relatives aux diﬀérents modèles
raﬃnés. On constate que l’amplitude du gauchissement est moins importante que celle
déterminée par les modèles raﬃnés pour ce cas de chargement. La méthode d’optimi-
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Figure 6.3.2: Comparaison des proﬁls u1(x3) calculés avec fid(x3) et avec les modèles
raﬃnés
sation des paramètres ai semble donc être intéressante pour étudier analytiquement le
comportement de l’éprouvette à l’aide d’une fonction f(x3) basée sur les données issues
de la mesure de champ.
6.4 Exploitation du modèle fid,1(x3)
La précision de l’utilisation de ce modèle optimisé a été vériﬁée pour les trois
conﬁgurations de l’essai de ﬂexion. Les ﬁgures 6.3.2, 6.4.2 et 6.4.3 illustrent les proﬁls
de déplacements obtenus pour un rapport l
h
respectivement égal à 1, 25 puis 5 et 12, 5
dans le cadre d’un cas d’étude similaire à celui déﬁni au paragraphe 2.2.1 :
– E11= 140000GPa,
– G13 = 3500GPa,
– F3 = −6000N.
On notera que les propriétés utilisées pour l’exploitation de ce modèle sont proches de
celles caractérisées pour la ﬁbre T700, au chapitre 3. Le cas est donc très diﬀérent du
cas expérimental sur lequel est basé l’identiﬁcation, issu des essais sur la ﬁbre M55J.
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6.4.1 Calcul des déplacements u1(x3) pour une
poutre de forte épaisseur
Une première exploitation du modèle identiﬁé est eﬀectuée dans la conﬁguration
où l’épaisseur de la poutre est égale à 20mm, ce qui correspond au cas où les modèles
raﬃnés présentent le plus de diﬀérences par rapport à la théorie naturelle. La ﬁgure
6.4.1 fait apparaître les résultats du modèle identiﬁé ainsi que ceux des modèles raﬃnés
issus de la littérature. Le tableau 6.1 donne les écarts des diﬀérents modèle par rapport
aux valeurs de la théorie naturelle. Les conclusions sont similaires à celles présentées en
ﬁgure 6.3.2. En eﬀet, le modèle identiﬁé permet de visualiser de manière cohérente le
gauchissement de la section. Aussi, on constate que le résultat se trouve entre les valeurs
de la théorie naturelle et le modèle raﬃné de Reddy. L’écart relatif déterminé pour le
modèle identiﬁé est également moins important que ceux des autres modèles raﬃnés.
Figure 6.4.1: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = l4 avec
l
h
= 1, 25 pour les modèles
raﬃnés et f(x3) = fid(x3)
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Modèle Reddy Touratier KAM Mantari Identif. Ordre 9
Écart relatif (%) 286,4% 305,7% 321,9% 442,1% 198,3%
Tableau 6.1: Écarts relatifs en % des modèles raﬃnés de f(x3) par rapport à la théorie
naturelle, pour un rapport l
h
= 1, 25
6.4.2 Calcul des déplacements u1(x3) pour une
poutre d’épaisseur moyenne
De la même manière que pour une poutre de forte épaisseur, similaire à celle
étudiée dans l’analyse du cisaillement transverse, le proﬁl de déplacement, calculé avec
la fonction identiﬁée donne des valeurs cohérentes pour une poutre d’épaisseur moyenne.
On retrouve également une amplitude de gauchissement moins importante que celle
indiquée par les modèles raﬃnés. Le tableau 6.2 présente les écarts relatifs calculés entre
les diﬀérentes fonctions f(x3) présentant un gauchissement non linéaire par rapport à la
théorie naturelle de Reissner-Mindlin. On constate que l’écart est logiquement plus faible
pour le modèle de fonction identiﬁée du fait que celle-ci présente moins d’amplitude de
gauchissement et est donc plus proche de la théorie naturelle. D’autre part, on peut
constater que les écarts donnés pour les autres modèles raﬃnés sont bien supérieurs à
celui du modèle identiﬁé.
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Figure 6.4.2: Comparaison des proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = l4 , avec
l
h
= 5
pour les modèles raﬃnés et f(x3) = fid(x3)
Modèle Reddy Touratier KAM Mantari Identif. Ordre 9
Écart relatif (%) 23,8% 26,9% 30,0% 39,6% 13,5%
Tableau 6.2: Écarts relatifs en % des modèles raﬃnés de f(x3) par rapport à la théorie
naturelle, pour un rapport l
h
= 5
6.4.3 Calcul des déplacements u1(x3) pour une
poutre de faible épaisseur
Les résultats présentés au chapitre 2 ont permis de mettre en évidence la très
bonne correspondance des modèles raﬃnés dans le cadre d’une poutre de faible épais-
seur. Les résultats (ﬁgure 6.4.3 et tableau 6.3) présentés dans ce paragraphe permettent
d’établir le même constat vis-à-vis du modèle identiﬁé à partir des données obtenues
expérimentalement. On constate des écarts faibles et une très bonne correspondance des
valeurs obtenues. Celles-ci sont toutes proches de la théorie naturelle du fait de la faible
sensibilité au gauchissement propre à cette conﬁguration de poutre.
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Figure 6.4.3: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = l4 avec
l
h
= 12, 5 pour les modèles
raﬃnés et f(x3) = fid(x3)
Modèle Reddy Touratier KAM Mantari Identif. Ordre 9
Écart relatif (%) 3,8% 4,3% 4,9% 2,9% 2,2%
Tableau 6.3: Écarts relatifs en % des modèles raﬃnés de f(x3) par rapport à la théorie
naturelle, pour un rapport l
h
= 12, 5
6.4.4 Interprétations
Pour les diﬀérents cas de poutres étudiés, on retrouve une bonne corrélation des
valeurs de déplacement avec les valeurs analytiques. Cela implique donc que le mo-
dèle proposé peut être utilisé pour l’évaluation des déplacements dans diﬀérents cas
de poutres avec une bonne ﬁabilité dans la prise en compte du cisaillement transverse.
L’écart entre les diﬀérentes théories et la fonction fid,1(x3) est moins important que
pour le cas de poutre de hauteur 20mm. Cette remarque rejoint celle qui est faite pour
la comparaison entre les modèles raﬃnés et la modélisation numérique. En eﬀet, des
écarts plus importants apparaissent entre les diﬀérents modèles avec l’augmentation de
l’épaisseur de la structure.
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6.5 Étude des polynômes pour la fonction
f (x3)
Les développements eﬀectués pour la recherche de fonction de cisaillement trans-
verse avec prise en compte du gauchissement aboutissent à des fonctions parfois com-
plexes qui correspondent à des fonctions polynômiales d’ordre élevé. Ce paragraphe
propose d’analyser la sensibilité des résultats en fonction de l’ordre du polynôme utilisé
ainsi que pour l’hypothèse de construction des modèles basée sur la théorie naturelle,
dans le but d’une proposition d’une nouvelle fonction f(x3).
6.5.1 Identification polynômiale
Diﬀérents polynômes ont été identiﬁés à partir de la méthode proposée au para-
graphe 6.2. Ceux-ci diﬀèrent par l’ordre maximum pour lequel les fonctions sont iden-
tiﬁées. Ainsi sur la base du résultat expérimental retenu pour illustrer la méthodologie
proposée, quatre fonctions f(x3) sont identiﬁées, pour les ordres 3, 5, 7 et 9. La ﬁgure
6.5.1 présente les proﬁls u1(x3) pour les diﬀérents polynômes résultant des diﬀérentes
identiﬁcations réalisées et le tableau 6.4 présente les diﬀérents coeﬃcients ai propres à
chacun des polynômes. Qualitativement, on observe peu de diﬀérences sur les résultats
obtenus pour les fonctions limitées de l’ordre 3 jusqu’à l’ordre 9.
Paramètres ai Ordre 9 Ordre 7 Ordre 5 Ordre 3
a1 1,0 1,0 1,0 1,0
a3 0,491 0,473 0,484 0,465
a5 0,307 0,039 0,176 x
a7 1,588 2,549 x x
a9 0,810 x x x
Tableau 6.4: Tableau des valeurs des paramètres aipour les diﬀérents degrés de poly-
nômes utilisés
L’utilisation de fonctions de gauchissement complexes peut être envisagée dans le
cadre du développement de nouveaux types d’éléments ﬁnis où les lois de comportement
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Figure 6.5.1: Proﬁls de déplacement u1(x3) pour x1 = l4 identiﬁé à partir des résultats
expérimentaux, pour diﬀérents types de polynômes
peuvent être enrichies à l’aide des fonctions f(x3) permettant de prendre en compte le
gauchissement des sections pour une résolution de type « coques multicouches ». Néan-
moins, cette utilisation imposerait une mobilisation plus importante des moyens de cal-
culs. La complexité des modèles raﬃnés peut entraîner une augmentation signiﬁcative
des temps de résolution, proportionnellement à l’ordre polynomial retenu. Dans ce sens,
il est intéressant d’analyser le gain eﬀectif des polynômes de degrés élevés de manière à
justiﬁer ou non l’intérêt éventuel de leur intégration dans les moyens de calculs à l’échelle
industrielle.
6.5.2 Comparaison avec les modèles existants
Il est intéressant d’établir la comparaison entre les paramètres de construction
des polynômes obtenus par identiﬁcation avec les paramètres identiﬁés pour les modèles
raﬃnés retenus de la littérature. Le tableau 6.5 présente les valeurs des paramètres
concernant la théorie naturelle ainsi que certains modèles raﬃnés.
181
Chapitre 6 Identification d’une fonction de cisaillement transverse
Modèle Reissner-Mindlin Reddy Touratier KAM Identif. Ordre 9
a1 1 1 1 1 1
a3 x 0,809 1,000 1,216 0,491
a5 x x 1,000 2,464 0,307
a7 x x 1,001 6,972 1,588
a9 x x 0,998 25,471 0,810
Tableau 6.5: Valeurs des paramètres ai propres aux modèles existants (Karama et al.,
2009)
Les valeurs des paramètres présentés conﬁrment que le modèle identiﬁé sur la
base des résultats expérimentaux est proche d’un modèle d’ordre 3. Les valeurs des
coeﬃcients ai pour les ordres supérieurs sont très inférieures à celles observées pour les
autres modèles raﬃnés, ce qui indique qu’ils sont moins signiﬁcatifs que pour ceux des
modèles existants. Les diﬀérents résultats obtenus montrent que les modèles d’ordres
supérieurs à 3 ne semblent pas signiﬁcatifs pour le calcul des déplacements u1(x3).
6.5.3 Extension de la théorie naturelle
Dans une première approche, les identiﬁcations sont réalisées par extension de la
théorie naturelle de Reissner-Mindlin. Néanmoins, il est également intéressant de réaliser
ce travail dans le cas où la construction du modèle identiﬁé ne respecte pas la théorie
naturelle, donc avec a1 6= 1. Le tableau 6.6 donne les coeﬃcients issus de cette approche
de construction. On peut identiﬁer que le terme a1 devient égal à 1, 410, ce qui diﬀère
nettement de la théorie naturelle traduit par un changement fort de la pente à l’origine
du proﬁl. Les autres paramètres ont un ordre de grandeur comparable au modèle d’ordre
9 initial (qui inclue la théorie naturelle).
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Paramètres ai Ordre 9 avec a1 6= 1
a1 1,410
a3 0,482
a5 0,132
a7 0,526
a9 0,125
Tableau 6.6: Tableau des valeurs des paramètres ai pour une fonction d’ordre 9 sans
extension de la théorie naturelle
On obtient donc la fonction identiﬁée fid,2(x3) suivante :
fid,2(x3) = 1, 410 · x3 − 0, 793 ·
x33
h2
+ 0, 107 ·
x53
h4
− 0, 100 ·
x73
h6
+ 0, 003 ·
x93
h8
(6.5.1)
Dans le but de pouvoir comparer les diﬀérentes théories et modèles, il est proposé
de comparer les valeurs des coeﬃcients c1, c2, c3et c4 qui sont utilisés pour la résolution
analytique et présentés au paragraphe 2.1.2. Ces coeﬃcients sont directement dépendants
de la fonction f(x3) et peuvent alors traduire les diﬀérences de prise en compte du
phénomène. Le tableau 6.7 présente les valeurs pour toutes les fonctions étudiées et
pour deux fonctions identiﬁées à l’ordre 9. On s’aperçoit que la théorie identiﬁée avec
le paramètre a1 6= 1 a une prise en compte plus proche du modèle raﬃné proposé par
Mantari, qui elle même n’est pas construite sur la base des travaux de Reissner-Mindlin.
Dans ce sens, on peut également s’interroger sur la représentativité de l’extension de la
théorie naturelle pour le développement de nouveaux modèles. Cela est observé sur les
travaux les plus récents conduits sur le sujet (Mantari et al., 2012a).
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f(x3) c1 c2 c3 c4 Sf
Kirchhoﬀ-Love 8, 486 · 108 0 0 0 /
Reissner-Mindlin 8, 486 · 108 8, 486 · 108 8, 486 · 108 2, 664 · 105 61, 161
Reddy 8, 486 · 108 6, 789 · 108 5, 496 · 108 1, 421 · 105 73, 394
Touratier 8, 486 · 108 6, 569 · 108 5, 159 · 108 1, 332 · 105 73, 288
Karama 8, 486 · 108 6, 342 · 108 4, 284 · 108 1, 247 · 105 72, 956
Mantari 8, 486 · 108 1, 231 · 109 1, 835 · 109 3, 059 · 105 111, 990
Identif. Ordre 9 8, 486 · 108 7, 501 · 108 6, 651 · 108 1, 818 · 105 70, 020
Identif. Ordre 9 avec a1 6= 1 8, 486 · 108 1, 097 · 109 1, 421 · 109 4, 022 · 105 67, 755
Tableau 6.7: Valeurs des coeﬃcients c1 à c4 pour diﬀérentes fonctions f(x3) avec lh =
1, 25, E11 = 318230MPa et G13 = 3330MPa
La ﬁgure 6.5.2 illustre les tracés des diﬀérentes théories étudiées et identiﬁées. Ces
courbes conﬁrment qu’avec a1 6= 1, il apparaît que la fonction issue du proﬁl expérimen-
tal est proche du modèle raﬃné de Mantari. Néanmoins, on remarquera également des
diﬀérences notamment près des valeurs extrêmes de x3. Cela est dû au fait que l’iden-
tiﬁcation à partir du proﬁl expérimental ne peut être faite correctement sur les bords
de l’éprouvette car les résultats expérimentaux ne sont pas obtenus pour ces positions.
Cela se traduit par une mauvaise approximation de la condition de bords libres, où les
tangentes devraient être verticales pour valider l’absence des contraintes de cisaillement.
6.5.4 Proposition d’un nouveau modèle f (x3)
A partir des études de sensibilité eﬀectuées dans les paragraphes précédents, ainsi
que de leurs conclusions, un nouveau modèle de fonction f(x3) est proposé. La première
conclusion portant sur l’ordre du polynôme a permis de mettre en évidence qu’un poly-
nôme d’ordre 3 permet une considération suﬃsante des eﬀets du cisaillement transverse.
D’autre part, la représentativité des fonctions construites par extension de la théorie na-
turelle a été remise en question et a permis de constater qu’une fonction où le paramètre
a1est diﬀérent de 1 peut également être intéressante. La fonction fid,2(x3), basée sur
ce principe, est déﬁnie par l’expression 6.5.1. Les limitations sont observées aux bords
libres de la structure dues à l’absence de données expérimentales. La condition de bords
libres (τ13 = 0) n’est pas donc pas respectée pour les fonctions fid,1(x3) et fid,2(x3). A
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Figure 6.5.2: Tracés des fonctions de cisaillement transverse étudiées et identiﬁées
partir du développement polynômial limité à l’ordre 3, il est possible d’améliorer les
résultats précédents en prenant en compte cette condition. La fonction prend alors la
forme suivante :
f(x3) = a1·x3 − a3 ·
(
π2
3!
·
x33
h2
)
(6.5.2)
La dérivée f ′(x3) de la fonction est déﬁnie par l’expression 6.5.3.
f ′(x3) = a1 − a3 ·
(
π2
3!
·
3x23
h2
)
(6.5.3)
La condition de bord libre est respectée si la dérivée f ′(x3) est nulle aux positions
x3 = +h2 et x3 = −
h
2
. On peut donc exprimer le coeﬃcient a3 en fonction de a1 tel que :
a3 = a1 ·
(
4
3
·
3!
π2
)
(6.5.4)
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Il est alors possible de déterminer une fonction fid,3(x3) correspondant à un modèle
raﬃné d’ordre 3 avec prise en compte de la condition de bords libres.
L’algorithme d’identiﬁcation de la fonction est utilisé à partir des conditions ex-
périmentales déﬁnies au paragraphe 6.3. La condition déﬁnie par l’expression 6.5.4 est
imposée à chaque itération du programme pour déterminer la fonction fid,3(x3) suivante :
fid,3(x3) = 1, 470 · x3 − 1, 880 ·
x33
h2
(6.5.5)
La ﬁgure 6.5.3 permet d’observer ce modèle superposé à ceux utilisés dans ce travail. On
observe que ce dernier résultat permet bien de prendre en compte la condition de bords
libres, les tangentes aux valeurs extrêmes de x3 sont bien verticales, traduisant la valeur
0 pour la dérivée de f ′id,3. On observe également qu’aux valeurs x3 = +
h
2
et x3 = −h2 , les
valeurs sont très proches de celles obtenues à partir de la théorie naturelle. D’autre part,
l’hypothèse de ne pas contraindre le paramètre a1 permet d’obtenir un résultat se situant
entre le modèle de Reissner-Mindlin et celui de Mantari. Pour compléter ces conclusions,
la ﬁgure 6.5.4 illustre les dérivées des diﬀérents modèles raﬃnés. On peut conﬁrmer la
progression des modèles identiﬁés avec la prise en compte de la condition de bords libres
ainsi que la diﬀérence entre les modèles basés sur la théorie naturelle, où les valeurs de
dérivée sont égales à 1 en x3 = 0, et ceux de Mantari ou le modèle fid,3(x3), où cette
valeur est supérieure à 1. On note également une diﬀérence importante entre ces deux
derniers modèles où il apparaît que le gauchissement décrit par le modèle de Mantari
semble trop important en comparaison des observations expérimentales. La valeur de
Sf pour les propriétés du matériau est de M55J/M18 est de 74, 02. En comparaison des
valeurs données dans le tableau 6.7, on observe alors une prise en compte du cisaillement
transverse très proche des modèles de Reddy et Touratier.
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Figure 6.5.3: Visualisation du modèle fid,3(x3)
Figure 6.5.4: Courbes de dérivée des modèles raﬃnés
La fonction fid,3(x3) est utilisée dans le cas d’étude similaire à celui déﬁni au
paragraphe 6.4, avec le rapport géométrique l
h
= 1, 25. La ﬁgure 6.5.5 présente les
courbes des déplacements u1(x3) pour les diﬀérents modèles raﬃnés. On peut identiﬁer
sur ces résultats que les déplacements issus de la résolution analytique utilisant le modèle
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f(x3) donne un résultat très satisfaisant. Celui-ci est proche de celui donné par le modèle
de Reddy, malgré une diﬀérence importante du paramètre a1 entre les deux fonctions.
Figure 6.5.5: Utilisation du modèle fid,3(x3) pour la détermination des déplacements
u1(x3) pour un chargement de F3 = 6000N, avec E11 = 140000MPa,
G13 = 3500MPa et lh = 1, 25
6.6 Conclusions
Ce chapitre traite de l’exploitation des mesures de champs, pour contribuer aux dé-
veloppements des fonctions de cisaillement transverse. Une méthode numérique itérative
est proposée pour l’optimisation des paramètres de construction d’une fonction polynô-
miale à partir de données mesurées. Celle-ci permet la description du gauchissement le
long des proﬁls de déplacement u1(x3) à partir de la résolution analytique détaillée au
chapitre 2. Ce travail est eﬀectué en deux étapes. La première permet d’optimiser le choix
initial des données à partir d’une série de tirages aléatoires où l’écart par rapport aux
données expérimentales est évalué. La seconde étape est l’optimisation des paramètres
par la minimisation des écarts entre les résultats calculés analytiquement et les résultats
expérimentaux. L’application de cette méthode est présentée pour l’identiﬁcation basée
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sur des données expérimentales. Cette dernière permet d’obtenir un résultat intéressant
dans diﬀérentes conﬁgurations géométriques de poutre, en comparaison des modèles
raﬃnés utilisés. Enﬁn, avec la perspective de l’utilisation des fonctions raﬃnées dans
le cadre industriel par intégration dans le développement d’un élément ﬁni spéciﬁque,
une étude de sensibilité permet d’évaluer l’intérêt de l’utilisation de modèles complexes
pour la résolution du champ de déplacement. D’autre part, une étude critique sur le
développement des modèles raﬃnés est réalisée pour juger de la pertinence de certaines
hypothèses. A partir des diﬀérents résultats déterminés, un nouveau modèle de fonction
est proposé. Celui-ci est issu d’une identiﬁcation basée sur les résultats expérimentaux,
limitée à l’ordre 3 et respectant la condition de bords libres.
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Conclusion et perspectives
Ce mémoire présente les activités de recherche liées à l’analyse expérimentale des
eﬀets du cisaillement transverse dans les structures composites. La principale probléma-
tique qui est traitée correspond à l’étude d’un protocole de test permettant la mesure des
déplacements dans les structures composites et plus particulièrement le gauchissement
des sections sous l’eﬀet des fortes contraintes de cisaillement transverse.
Le premier chapitre de ce mémoire a permis d’identiﬁer deux techniques d’acqui-
sition de données et de mesures volumiques permettant de répondre au besoin exprimé
par ce sujet. Ainsi, la µ-tomographie à rayons X ainsi que la corrélation d’images volu-
miques sont retenues pour réaliser cette analyse expérimentale. D’autre part, sur la base
d’éléments issus de la littérature, des modèles analytiques, de complexités diverses, sont
identiﬁés pour permettre la comparaison des résultats obtenus.
Le chapitre 2 a permis de détailler une méthode de résolution analytique déve-
loppée dans le cadre d’une conﬁguration de ﬂexion trois points. Celle-ci est issue de
la bibliographie et permet d’étudier les modèles retenus selon plusieurs conﬁgurations.
Diﬀérentes tendances de résultats sont identiﬁées pour diﬀérentes épaisseurs de poutre,
traduisant une sensibilité au cisaillement transverse plus ou moins importante.
Le chapitre 3 a permis de détailler les travaux eﬀectués concernant l’utilisation
de la modélisation numérique pour l’analyse du phénomène de gauchissement. En eﬀet,
même si plusieurs modèles théoriques existent et semblent correspondre, aucun d’entre
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eux ne peut être considéré comme exact. Dans ce sens, une étude sur la modélisation nu-
mérique du cas étudié est réalisée. Diﬀérentes études de sensibilité ont permis de mettre
en évidence les diﬀérences majeures par rapport à la résolution analytique concernant la
prise en compte de certaines conditions aux limites, comme les conditions de frottement
ou la participation des zones hors appuis sur le déplacement longitudinal. D’autre part,
l’analyse du modèle numérique a permis également d’anticiper l’interprétation des résul-
tats expérimentaux à travers une étude sur les éventuels défauts qui peuvent apparaître
au cours de l’essai, et plus particulièrement vis-à-vis du chargement.
La méthode expérimentale développée est exposée au chapitre 4. La première par-
tie concerne la démarche de conception qui a permis d’aboutir au dispositif de test, ainsi
que son instrumentation. L’ensemble des étapes du protocole sont décrites ainsi que les
principes liés à l’utilisation de la tomographie à rayons X et de la corrélation d’images vo-
lumiques. D’autre part, l’analyse des défauts liés aux techniques de mesures est eﬀectuée
ainsi que les méthodes de réduction du bruit intrinsèque aux moyens utilisés.
Les résultats des diﬀérents travaux eﬀectués sont synthétisés au chapitre 5 du
mémoire. Dans un premier temps, les conclusions liées à la comparaison des résultats
numériques et analytiques sont exposées. On constate, pour un cas de forte sensibilité au
gauchissement, une meilleure représentativité des modèles analytiques par rapport aux
résultats de la modélisation numérique. Une divergence de ces résultats est constatée
en fonction de la diminution du rapport d’élancement de la poutre étudiée. La méthode
de recalage des résultats expérimentaux est présentée pour permettre leur comparaison
avec les résultats analytiques ou numériques. Les essais sont eﬀectués sur deux matériaux
composites diﬀérents, présentant une sensibilité au gauchissement diﬀérente due à leurs
diﬀérences de propriétés mécaniques. Une analyse des résultats est eﬀectuée pour chacun
d’entre eux aﬁn d’identiﬁer la corrélation entre les résultats obtenus expérimentalement
et les résultats théoriques. La faisabilité des mesures cinématiques volumiques pour les
matériaux composites est démontrée à travers la visualisation des eﬀets du cisaillement
transverse sur les valeurs de déplacements sous une sollicitation de ﬂexion.
Enﬁn, le chapitre 6 est une exploitation des résultats expérimentaux. Une propo-
sition d’un nouveau modèle de prise en compte du cisaillement transverse est faite à
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partir d’une méthode d’identiﬁcation basée sur les résultats expérimentaux. L’utilisa-
tion de la résolution analytique permet de déterminer les résultats pour chaque modèles
théoriques identiﬁés, basés sur diﬀérentes formes de polynômes. Une nouvelle fonction
d’ordre 3 optimisée est proposée pour prendre en compte l’absence de contraintes de
cisaillement aux bords de l’éprouvette. Celle-ci est jugée satisfaisante pour traiter le cas
étudié de manière cohérente.
De nombreuses perspectives peuvent être identiﬁées d’après les développements
présentés dans ce mémoire. D’un point du vue analytique, même si les modèles raﬃnés
ont été justiﬁés pour l’évaluation du gauchissement des structures composites, des évo-
lutions semblent possibles pour atteindre une meilleure représentation de la distribution
des contraintes de cisaillement transverse. En complément des éléments présentés, une
étude plus approfondie du comportement des structures étudiées permettrait d’analyser
les divergences identiﬁées entre la résolution analytique et la modélisation numérique.
D’un point de vue expérimental, de nombreuses perspectives du sujet sont égale-
ment envisageables. En eﬀet, l’utilisation de moyens d’acquisition plus récents et présen-
tant de meilleures performances en termes de résolution spatiale et de temps d’acquisition
serait intéressante pour limiter la présence du bruit de mesure et ainsi aﬃner l’analyse
des résultats présentés concernant les essais de ﬂexion trois points. D’autre part, dans
le cadre de l’application des mesures de champs volumiques à l’analyse du gauchisse-
ment, des mesures sur des éprouvettes présentant diﬀérentes propriétés d’élancement
serait également intéressante dans le but de compléter les éléments présentés et de cor-
réler avec les autres conﬁgurations géométriques étudiées uniquement par les méthodes
analytiques et numériques.
Les derniers résultats de ce travail ont mis en évidence que l’utilisation des modèles
d’ordre 3 semblait pertinente pour une prise en compte suﬃsante du phénomène analysé.
Des perspectives peuvent donc être dégagées de cette constatation. Les développements
récents ont tendance à intégrer des modèles d’ordres supérieurs, rendant encore plus
complexe la résolution. Il serait alors intéressant de conﬁrmer si les modèles d’ordre 3
peuvent être suﬃsamment représentatifs du comportement réel. D’autre part, des ré-
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serves peuvent également être émises vis-à-vis des observations expérimentales réalisées.
Certaines limitations des mesures ont été mises en évidence et il serait intéressant de
pouvoir les contourner pour permettre une analyse plus approfondie des modèles pro-
posés. Dans cet objectif, la possibilité de réaliser des mesures ﬁables aux bords libres
des éprouvettes serait enrichissante pour conﬁrmer le modèle présenté à la ﬁn de cette
étude.
Dans un cadre plus général, l’utilisation des mesures de champs est susceptible
d’apporter des réponses intéressantes pour de nombreuses problématiques propres aux
matériaux composites. L’utilisation du protocole présenté dans le cadre d’une appli-
cation industrielle serait intéressante pour évaluer sa pertinence vis-à-vis des besoins
issus de divers secteurs d’activité mettant en œuvre ce type de matériaux. Outre l’ana-
lyse du comportement dans le cas de sollicitations élastiques, les mesures de champs
volumiques peuvent tout à fait être mises en œuvre pour des sollicitations bien plus
complexes concernant les matériaux composites, où les eﬀets volumiques doivent être
pris en compte.
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